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ELEMENTARY PROOFS OF SOME BASIC FACTS 
CONCERNING ORDER STATISTICS 


By 
G. HAJOS (Budapest), member of the Academy, and A. RENYI (Budapest), 
corresponding member of the Academy 


: Let &,...,§, denote a sample of size n from a population with the 

distribution function F(x). By other words, &,...,& are mutually independent 

random variables with the common distribution function F(x). Let £{,...,& 

be the same set of variables, rearranged in increasing order of magnitude, i.e. 
Er == P(E, eeey Es 

where Ri(%,,...,Xn) denotes the A’th term of the sequence obtained by 

rearranging the numbers x,,...,X, im increasing order of magnitude. 

The present paper deals with the order statistic &. Some basic facts 
will be proved by simple methods. We aim expressively to avoid the cal- 
culus and at reduction of any calculation to. possibly minimal extent. As 
consequence, our results may be easily checked by calculation in various 
different ways, which we are not intended to mention. 

Our results'seem us mostly to be known, though we did not find 
some of them explicitly in the literature. We endeavoured to give an elementary 
and systematic treatment of our subject. Accordingly, our paper may be of 
methodical interest. As to the literature we refer to the bibliography compiled 
by S. S. Witks [3] and by the second named author [4]. 


1. In order to obtain distribution-free results, i. e. results independent 
of the distribution function F(x), we introduce m= F(&) (k=1,...,n). If 
we suppose that y— F(x) is strictly increasing and continuous, the same 
holds for the inverse function x =F ‘(y) and we have! 

P(m <x)=P&<F'(@®))=FF @)=x Osx=1), 
what shows that the variables 7,..., 7 are uniformly distributed in the 
interval (0,1). Putting nt—F(&) (k=1,...,2) we have . 

mit = FED) = F(Ru Ei, «+ +» Gn) = Re(PG)s «1 FEW) = Re (is «+9 Mo. 
Consequently 73,...7% are order statistics of a sample of size n from a 
population of uniform distribution in (0, 1). 


1 P(A) denotes the probability of the event A. 
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Accordingly, we confine ourselves in what succeeds to the research of 
the order statistics nt. Our results may be interpreted as facts concerning the 
original order statistics &. 


2. The variables 7 are not independent, the relation 77 = 7; (in case 
j<-) contradicts the independency. 
The joint density function of the variables 7j,..., mn is 


(1) ; FOGPECG Rs) SB! (Oma > = Xess 


As a matter of fact, if E denotes any measurable subset ot the n-dimensional 

simplex defined by the inequalities 0 =x,=---=x, =1, we have 
P((nt,..-, 11) €E) =D PC (nis --- Min) €E); 

where the summation is extended over all permutations i,,..., 7, of the indices 

1,...,m and the density function of (7;,,.-., 7) is equal to 1 at any point 

(xb x, of the “cube 2 xp 1 treet ys. ny: 

‘Considering now the case that 7;—=Cx,...,],.—=Cn (25k) are 
fixed, we state that 7ji,..., 7-1 are order statistics of a sample of size k—1 
from a population of uniform distribution in the interval (O,c,). In fact, this 
is true if mj{,..., 7-1 are furnished by any given kK—1 variables out of 
Niy +++) Mn, Since these K—1 variables are uniformly distributed, even within the 
cube O= x; Sc, (i=1,...,k—1). Thus, by (1), the joint density function 
of the variables 7\,..., Nk-1, under condition 1% =Cx,..., Mn ==Cn, is 


k—1)! 
(2) FCs ee 


k- 
Ck 


<x 5. Sx4 Sa). 


By the same argument, if nf =c,..., nf =cx (1 Sk Sn—1) are fixed, 
Netty +++,%n are order statistics of a sample of size n—k from a population 
of uniform distribution in the interval (cx, 1) and the joint density function of 
the variables nix1,..., 4x, under condition n}=c1,..., Hk—=Cx, is 


(3) dhe 5s Petey ee foes ice 
(1—cx) 

Since (2) and (3) depend only on c,, our statements hold also under the 
only condition 7 c,, i.e. (2) and (3) give also the values of the functions 
S (Xi, 0+ +, Xee1[Ce) and f(X41,..-, Xn{Cx), and the same holds under any restriction 
on the non-occurring variables. By the same argument, under condition 
k= Ck, the sets of variables (ni,..., nf-1) and (nfu,..., n*) are independent. 
By other words, order statistics form a Markov chain. 


3. The joint density function of the variables n31,..., nt (1 Si<k Sn) is 


Ey 


(Stu Sr, ee 


! i n= 
(4) " falXin;..., Xe) = iar (1 — x:) : (0 = Xin 


3% Sl) 


2 A. N. Kotmocororr [1] was the first to remark this. 
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Indeed, the joint density function of the variables iy BOTS Hes ss Ta 
under the condition 
(C,) Nit = Xinty «+5 N= Xr, 
is clearly given by 
EAL 
; PAs, ake) 

_ On the other hand, since the variables ni,..., 1% are by the Markov chain 
property, under condition (C,), independent of the variables dedg eo HAP WE 
have 


FR ry Kates vy Xa Xipt ple ey Xe) ES 


PABA os is eddy ns «yon Xone >») Xu) = 
7 Beis ve tH ER yn Xa)? FX pete sp Xn Xiy es sy Xk)- 
Taking into account (1), (2) and (3), comparison of both statements estab- 
lishes (4). 
By (5), taking the special case i+1—k the density function of nf is 


(5) fle) = Gp @apr ts = bal) 


i.e. order statistics nj; have Beta-distribution. 
The joint density function of any ‘,,...,n, (LSh<+:+<k, San) 
variables is 
Tie, waisy x, (%; ae | x) aoa Ce. sory Ky oe (yom)? s* C2 ( 1 —x,)""", 
where — | 
n! 
Oe i ee: ee a BS SPS RY 2 PER MR GN WP PY 
r - (k,—1)!(4—h—1)!...(4.—k-1— 1)! (n—k,)! 


and 
OS Kaka. ae ee |. 


The proof is given immediately by the above argument, if we consider 
instead of (C,) the condition _ 
(C,) Nh, = Xry soos Nk = Xr 
divide (0,1) by «,...,x, into r+ 1 subintervals, and take into account that, 
by the Markov chain property, the sets of variables 77 lying in these sub- 
intervals are independent under condition (C)). 
4. We define 750, 7%41 1, and introduce the variables 

On = Ne— Net (k=1,...,n+1). 
Since 0,,...,0, are obtained from 7i,..., ym, by a measure-preserving linear 
transformation, their joint density functions are equal at corresponding 
places. By corresponding transformation y, = %1, Ve == X1—Xx-1 (k= BP. Sepn) 
of (1) the joint density function of the random variables 0,,...,90n is 
(6) » BZ Vugh «sg ¥n) == TT! CG) Os oy In = OF Vin ee I), 
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We conclude from (6) that the variables d,,...,0, have the same dis- 
tribution. As the distribution of 7, is symmetric with respect to the point 


= this symmetry holds also for the joint distribution of (7f,..-, 71). Es- 
pecially, d: == 71 and 0,4: 1—y% have equal distributions. We draw the 
conclusion that the variables 6,,..., Onu are equally distributed. 


Their common density function is that of nf, given by (5), 
Si(xy=AI—x) | Oar). 
Their common mean value is, because of 0,+---+0,.1,—1, 
; 1 
(7) M(x) = 7 (kK==1, <3., 2+ 1). 
5. The variables 0,,...,0n41 are not only equally distributed, but are 
also equivalent variables, i. e. their joint ‘distribution remains invariant under 
any permutation of them. This is established by (6) for permutations of 


0,,..-,0n, by the above mentioned symmetry for the permutation 
(0,, ..., Ons1) > (On41,..., 6;), and by successive application of these for any 
permutation of 0,,..., Ini. 


In consequence, the distribution of the difference 
Nirk— Ni = Gir + +++ +dixx (0Osi<i+ksn+1) 
depends only on &, is therefore equal to that of 7, has the density function (5), 
k 
n+1° 
Especially, the range 4==7.—n{ has the density function 
Bn, n-1(X) = n(n— 1)x"-?(1 — x) (0=x=1) 


and, by (7), the mean value 


and the mean value 
n—1 
M(4) = ain 
6. As previously stated, under condition n= cx,..., 7% =n the variable 
ni (1 Si<k=Zn) is the ?’th order statistic of a sample of size kK—1 from 
a population of uniform distribution in the interval (0, c,). Hence, the distri- 


bution of the quotient - does not depend even on c, remains therefore un— 


altered if m,...,n are not fixed, and has, by (6), the density function 
Bisx-1,x(x). Thus, both differences and quotients of order statistics 7% have 
Beta-distribution. 


The variables =f (k==1,...,m) are mutually independent. Indeed, by 


k+1 


above statement, the distribution of =o does not depend on the values of 
k+1 


Nk+1,+++) Yn, is therefore independent of “+t. . Tin-t | _Mr =. 


OS! ee ee 
Tk+2 Qn nti 
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Moreover the independent variables 


*« \k 
t= (JH | (ee 


Nk+1) 


are uniformly distributed in the interval (0,1).’ As a matter of fact, the dis- 
tribution function of 7% is 


P(un < x)= [T Pin < x)=" (0=x<1). 


Correspondingly, since oe is the k’th order statistic of a sample of size k 
k+l ‘ 


from a population of uniform distribution in (0, 1), we have 


Whence 


* k 
P(c a aes === ola Th <% x| =X, 


ni 1 
establishing our statement. 


7. We introduce the random variables 


tie (kK==1,..., 2). 


Nk+1 
These are, according to our preceding result, mutually independent and equally 
distributed, with the distribution function 
Pn cox) = P(e er) = 1 er (X,z.0), 
i. e. have exponential distribution with mean value 1. 
From equations (8) we get 


n 9 
(9) nj ey (k-=1,..., 1). 
jak J 


Consequently, the /ogarithms of the order statistics 7 form not only a Mar- 
kov chain, but also an additive chain, i. e. they are consecutive partial sums. 
of a sequence of mutually independent random variables. 

, We expressed by (9) the order statistics 7; as simple functions of 
independent and equally distributed random variables. Starting from this fact, 

limit theorems on order statistics may be obtained, by means of the central 

limit theorem, in a simple and straightforward way. This has been shown by 


the second named author [4]. 


(8) Si eS In Ck ——= 


(Received 4 May 1954) 


3 This was proved by S. Matmaquist [2]; his proof is rather complicated. 
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OJIEMEHTAPHOE JJOKA38ATEJIbCTBO HEKOTOPbIX OCHOBHbIX 
®AKTOB TEOPAM BAPMALIMOHHbIX PAOB 


r. XAMOLI u A. PEHbU (Byzaneut) 


(Pes Me) 


B pa6ote, KoTOpad HMeeT MPeHMyLeCTBEHHO METOAHYECKHH XapakTep, faeTca cucTe- 
MaTHYeCKOe HM SNEMCHTAPHOe M3IOXKEHHE HEKOTOPbIX OCHOBHBIX aKTOB TeOpuii BapHauMOH- 
HBIX psApoB. Iyctb 41, Ho, ---, Yn — HE3SABHCHMBIC CIYYAHHbIe BEAMYHHKI, KOTOPbIe PAaBHOMEPHO 
pacnpejenensi B uHTeppane (0,1), nycth yi? S...< %—Te xKe BeENMUHMHBI, pacnono- 
*KEHHBIC B BOSPACTaloMeM NopspKe. [OKasbiBaeTCA, MEXKAY NPOYHM, O4eHb NPOCTO, 4TO BeAH- 


uMHbI yf (K=1,2,..., 1) OOpasyroT yenb Mapxosa (reopema A. H. Konmoroposa, 

cm. [1]), 6onee Toro, 4ro BeanunHb! In yf (kK =1,2,...,2) O6pasyroT afquTMBHy1O uenb 
* \k 

Mapxkosa, Tak Kak CayyaWHble BETHYMHBI (2 | (A= 1,2,...,23 n%41=1) HesaBHcHME! 
k+l 


PaBHOMepHO paempeneneHbi B uHTepBane (0,1) (reopema C. MaamxKBuctTa, cm. [2]). 
C moMoulbo aTHX (haKTOB BO3MO%KHO OKAZATeNbCTBO MHOTHX NPeMeNbHBIX TeOpeM Teopnit 
BapMaUMOHHEIX PAKOB Ha LWeHTPabHylO MpeszeAbuyW TeOpemMy TeOpHH BeposATHOCTeii (cM. [4]). 


BEDINGUNGEN FUR DIE METRISIERBARKEIT 
VON AFFINZUSAMMENHANGENDEN 
LINIENELEMENTMANNIGFALTIGKEITEN 


Von 
O. VARGA (Debrecen), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


Eine affinzusammenhangende Mannigfaltigkeit von Linienelementen ist 
bekanntlich durch die Angabe von zwei geometrischen Objekten, namlich 
ihren Ubertragungsparametern vollig bestimmt. In vorliegender Arbeit wird 
nun untersucht, unter welchen Bedingungen die Ubertragungsparameter die- 
jenigen einer metrischen Linienelementmannigfaltigkeit sind. 

Die Frage kommt im wesentlichen auf Angabe der Bedingungen fiir die 
Losbarkeit eines Differentialgleichungssystems hinaus. Diese Bedingungen 
haben rein algebraischen Charakter und lassen sich in vdllig wbersichtlicher 
Weise mit Hilfe der drei Kriimmungsaffinoren der Mannigfaltigkeit und der 
kovarianten Ableitung derselben darstellen. 


§ 1. Die Differentialgleichungen, denen der Ma8tensor geniigt 


Eine affinzusammenhangenden Mannigfaltigkeit (x, v*) von Linienele- 
menten sei durch die Ubertragungsparameter I’,4, und Cj,“ bestimmt. Fiir 
diese Objekte bestehen aufer dem bekannten Transformationsgesetz* noch die 
Beziehungen 
(1, 1) Cp? oh = C5" 0? =0. 

Die ry und Cgy° sind in den » von nullter bzw. (—1)-ter Dimension 
homogen. Setzen wir noch 

te) — Gg=T50", 

so ist das einem differenzierbaren Vektorfeld Ly zugeordnete invariante Dif- 
ferential d&* durch 


(1, 3) OE” = dE" + Chy" (dv? + Ghdx®) 8+ Tpydxe” 
bestimmt. Durch 
(1, 4) Oc == 0 


1 QO. Varaa [1], insbes. S. 317. 
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wird die Paralleliibertragung des Vektors & von Linienelement (x", v”) zum 
Linienelement (x* + dx*, v*-++ dv*) definiert. 

Die Linienelementmannigfaltigkeit heiSt nach E. CARTEN® metrisch, falls 
es einen symmetrischen MaBtensor gag(x,v) von der Art gibt, daB erstens 


(ho) Det. |Za| == 0 

und zweitens die Vektoriibertragung metrisch ist, das heift die Lange eines 
Vektors bei Paralleliibertragung langs einer einparametrigen Schar von Linien- 
elementen ungedndert bleibt. Diese Bedingung ergibt fiir ga, die Differential- 
gleichungen 


(1, 6) © daBpy = 28eel ey + 280pCim 70 Ga 
und 
(17) A% Spy = 289 pCialy)- 


Falls umgekehrt die Gleichungen (1, 6) und (1, 7) mindestens eine solche 
Lésung ga, besitzen, fiir die auferdem (1,5) gilt, so folgt aus dem Trans- 
formationsgesetz der 3% und Cs;", daB fiir ein neues Koordinatensystem 
(x’,v’) die Gleichungen (1,6) und (1,7) mit Parametern Tp*y und Cry” in 
diesem Koordinatensystem, 


(1, 8) Spry = BevAp Ay; Ab dex’ (x) 


als Lésung besitzen Die Lésung ga, ist wegen (1,6) und (1,7) in den Zeigern 
a@ und § symmetrisch. Aus (1,7) und (1, 1) folgt ferner 


(1, 9) U* O,¢Zpy = 0. 


Die Relation (1,9) besagt, daB gag in den v* von nullter Dimension 
homogen ist. Aus diesen Feststellungen folgt daher, da& gag ein kovarianter 
Tensor zweiter Stufe ist. Hieraus folgt 


SATZ 1. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dag der durch 
"ay und Cs." bestimmte Affinzusammenhang derjenige einer metrischen Linien- 
elementmannigfaltigkeit ist, besteht darin, dag (1,6) und (1,7) ein Lésung gap 
besitzt, fiir die (1,5) gilt. Durch gap ist der MaBtensor der Mannigfaltigkeit 
bestimmt. ' 

Wir driicken den Tatbestand von Satz 1 dadurch aus, da® wir die affin- 
zusammenhangende Linienelementmannigfaltigkeit als metrisierbar bezeichnen- 

Es sei L(x,v) eine in den v* positiv homogene Funktion von erster 
Dimension, die mindestens dreimal stetig hinsichtlich sdmtlicher Argumente 
differenzierbar ist. Augerdem gebe diese Funktion zu einem regularen Varia- 
tionsproblem Anlaf, d.h. die quadratische Form 


Gi; 10) | je a0L'(x, v) ut uP 


2 


2 E. Cartan [1], insbes. S. 4—5. 
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sei in den Hilfsvariabeln u* positiv definit. Betrachtet man L(x, v) als die 
Grundfunktion eines Finslerschen Raumes, fiir die also das Bogenelement durch 


(1, 11) ds = L(x, dx) 


bestimmt ist, dann laBt sich diesem Finslerschen Raum nach E. CarTAN® eine 
metrische Linienelementmannigfaltigkeit eindeutig auf Grund der folgenden vier 
Bedigungen zuordnen: 


C,. Jeder Vektor &, der die Richtung seines Linienelementes hat, besitzt 
die Lange L(x, &). 

C,. Sind §* und 7* zwei Vektoren mit festen Komponenten, d& und On, 
ihre invarianten Differentiale, gebildet fiir den Fall, da®B das gemeinsame 
Linienelement (x*, +*) sich bloB um sein Zentrum x* nach (x, + dv”) dreht, 
dann gelte 


(1, 12) Zap On! = gap nf’ 8. 

C,;. Das invariante Differential eines Vektors mit festen Komponenten, 
der die Richtung seines Linienelementes besitzt, ist Null, wenn das Linien- 
element sich infinitesimal um sein Zentrum dreht. 

C,. Wird das Linienelement (x*, v*) parallel nach (x*-+-dx*) iibertragen, 
dann sind die zu dieser Ubertragung gehdrige Parameter 135 in den Zeigern 


@ und # symmetrisch. 
Setzen wir zur Abkiirzung 


(1, 13) , L*(x, v) = 2F(x, v), 
dann bedeuten diese Forderungen analytisch 
a1, 14) Lap = Ae 08 F, 
ae 
(1, 15) Capy = Se Cap’ = a 00% Ook 07 F, 


* ; * 1 
(1, 16) Dapy = Sop lay = 5 (da8py + 9yBap— Ip8ay) + 
+ Crya Gp—Cryp Ga—Cupa Gy. 


Hieraus ergibt sich, daB die Ubertragungsparameter 134 und Cg," auber (1, 1) 
noch den Bedingungen 


(i, 17) Pay E yp 

(1, 18) inter 
und 

(1, 19) Boy Cap? = Sep Cay" 


gentigen miissen. Wegen (1, 19) kénnen die Differentialgleichungen (1, 7) jetzt 


3 Cartan [1], S. 10. Dort sind allerdings fiinf Forderungen angegeben, von denen 
jedoch die mit bezeichnete, eine Folge der iibrigen ist. 
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auf die Gestalt 


CYT) Ov* Spy = 28opCay" 
gebracht werden. 

Wir beweisen nun folgenden 

Satz 2. Besitzen die Differentialgleichungen (1,6) und (1,7), in den die 
I35 und Cg" nicht nur die Ubertragungsparameter eines Affinzusammenhanges 
sind, sondern noch den Relationen (1,17) und (1,18) geniigen, eine Lésung 
Lap(X, v), fiir die (1,19) gilt und die quadratische Form 
(1, 20) Lap(x, v)urub 


der Hilfsvariabeln u* positiv definit ist, dann stellen die I, 3, und Cp" den 
Affinzusammenhang des zur Grundfunktion 


(1, 21) L(x, v) = V gap (x, v)v%vF 
gehdrigen Finslerschen Raumes dar. 

Bewels. Aus den vor Satz 1 angestellten Betrachtungen folgt zundchst, 
daB gas ein kovarianter Tensor zweiter Stufe ist. Wir miissen nun zeigen, 
daB die durch (1,21) festgelegte Grundfunktion L(x,v) mit Igy und Csy", 
entsprechend den vier Cartanschen Forderungen C,—C, zusammenhdngt. Aus 
den Gleichungen (1,7) und (1, 19) ergibt sich bei Beachtung von (1, 1) 

(1, 22) vt Spy VY = deLyp-vY = 0. 

Quadrieren wir die Gleichung (1,21) und differenzieren sie hinsichtlich 

v®, so erhalt man wegen (1, 22) bei Beachtung von (1, 13) 


(1, 23) a0F = gapv? 
und eine nochmalige Differentiation gibt 
(1, 24) 0.40.8 = Lap. 


Wegen der Homogenitét nullter Dimension der gag ist F von zweiter | 
Dimension homogen, so daf die Bedingung C, unmittelbar aus (1, 24) folgt. 
Die Bedingung C, ist zufolge der Definition (1, 3) des invarianten Differentials 
mit (1,19) identisch. Die Bedingung C, ist wegen (1, 1) erfiillt. Zufolge der 
Definition der Paralleliibertragung und (1, 1) besteht die Bedingung C, wegen 
(1,17). Damit ist der Beweis von Satz 2 beendigt. 


Aus den Forderungen C,—C, bestimmt E. CarTAN die Gg aus L. Es 
ergibt sich dabei,‘ falls 


(1, 25) Gr =F Gp 
gesetzt wird, die wichtige Beziehung 
(1, 26) an? = Gi, 


4 Cartan [1] S. 16, Formel X. 
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Die G* sind schlieflich durch die Funktion L auf folgende Weise 
festgelegt. Man bestimmt die Eulerschen Gleichungen des zu L gehorigen 
Variationsproblems und list die so entstehenden Gleichungen nach den 
d’x 
ds” 


, 


auf. Es kommt dann 


zweiten Ableitungen 


heap my eek 4 


BEMERKUNG. Daf unter den Bedingungen von Satz 2, die 13% und ORge 
tatsachlich die zur Grundfunktion |'gagv*v? gehorigen Ubertragungsparameter 
eines Finslerschen Raumes im Sinne der Cartanschen Theorie sind, d.h. daB 
sich diese Gréfen gemaf (1,15), (1, 16) und (1, 26) aus der Grundfunktion 
bestimmen lassen, kann man auch durch eine unmittelbare Rechnung fest- 
stellen. Wir fiihren dieselbe deswegen durch, weil es sich dabei im wesent- 
lichen nur um eine Umformung der Gleichungen (1,6) und (1,7) handelt, 
bei der noch (1, 1), (1,17) (1,18) und (1, 19) gilt. Es wird dabei die Existenz 
einer Lésung geg gar nicht bendtigt. 

Vertauschen wir die Indizes e@,8,y in (1,6) zyklisch und subtrahieren 
wir die letzte Gleichung von der Summe der beiden ersten Gleichungen, so 
ergibt sich wegen (1, 17), (1, 18), (1, 19) und (1, 7’) 


" 1 1 Z 
(1, 28) Loyl be arbrcy (dap + Op8ya— IyL0p) — 2 Ou Lp y' Ga — 


1 ERE. x 
ai Dy deLya* Ge 15. O*2ap: Oy. 


Differenzieren wir nun 


1 
(1, 29) Yayp => (OaLyp + Op Lay — Iy£a8) 

2 . 
nach vw und iiberschieben mit v* und v, so folgt wegen (1, 22) 
(1, 30) Our Yaypv7v? = 0. 


Aus (1, 28) erhalten wir nach Uberschiebung mit v* und v? bei Bentitzung 
der Bezeichnungen (1,2) und (1, 25) 


(1, 31) Loy Gb= Yaypv — Ika 
und 
(1, 32) 280yG? = Yaypv*. 


Partielle Ableitung von (1,32) nach » gibt wegen (1, 30) und (1, 31) 
die Gleichung 
qd, 33) Lo-y(do6 G° — Gp) =O. ; 
| Haben nun die Gleichungen (1,6) und (1,7), in denen jetzt die | ee 
der Symmetriebedingung (1,17) geniige leisten, eine Lésung fap, die aufer 
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(1,19) noch die in Vergleich zu (1, 20) schwdchere Bedingung (1, 5) erfiillen, 
dann sind die 73% wegen (1,33) in der Tat die Cartanschen Ubertragungs- 
parameter der zu (1,29) gehdrigen Grundfunktion, da sie dann die Relationen 
(1, 28) befriedigen. Fiir die Cig” folgt dies schon aus den Gleichungen (1,7’) 
selbst. 


§ 2. Algebraische Bedingungen fiir die Existenz von Lésungen 2.,. 


Wir wollen nun feststellen, unter welchen Bedingungen die Differential- 
gleichungen (1,6) und (1,7) erstens unter den Nebenbedingungen (1,1) und 
zweitens unter derselben Nebenbedingung und den weiteren Nebenbedingungen 
(1, 17), (1, 18) und (1, 19) Lésungen besitzen. 

Es handelt sich in beiden Fallen um ein System von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen, auf die der Satz von O. VEBLEN und J. M. THOMAS ange- 
wandt werden kann.° Entsprechend dem Verfahren dieses Satzes miissen die 
Integrabilitatsbedingungen der Gleichungen (1,6) und (1,7) in Bezug auf 
samtliche Argumente, d.h. sowohl beziiglich x* als v* unter Beachtung dieser 
‘Gleichungen selbst gebildet werden. Gelangt man so zu Relationen, die noch 
bei Beachtung der Nebenbedingungen und deren Ableitungen Identitaten sind, 
dann ist die Existenz von Lésungen gas gewdhrleistet. Anderenfalls miissen 
die erhaltenen Relationen und die Nebenbedingungen weiter differenziert 
werden, und dabei sind saémtliche schon erhaltenen Relationen zu beriicksich- 
tigen. Die so entstehende Gleichungskette ist nun entweder identisch erfiillt, 
oder wird entsprechend: weiter behandelt. Es handelt sich dann schlieBlich 
um die Feststellung der Vertraglichkeit der so entstehenden Gleichungsketet. 

Bei der Ausfiihrung der entsprechenden Rechnungen beachten wir, daf 
wegen der Definition® der kovarianten Ableitung und des Umstandes, dah 
Zap ein Tensor ist, die Relationen (1,6) auf die einfache Gestalt. 


(2, 1) VxSa'p = () 
gebracht werden kénnen. 

Um gleich koordinateninvariant arbeiten zu kénnen, beniitzen wir an 
Stelle der partiellen Ableitung hinsichtlich x* die kovariante Ableitung dieser 
Variabeln. Die Ableitung nach » muf nicht durch einen anderen Differentia- 
tionsprozeR ersetzt werden, da sie den tensoriellen Charakter von GréBen 


nicht zerstért. Dem entsprechend kénnen pis Integrabilitatsbedingungen von 
(1,6) und (1,7) auf die Gestalt 


(2, 2) V fe VnjZap = 0, 
(2, 3) Ol? O Lap a 0 


J. M. THomas—O, Vesten [1], S. 288. 
O. Varca [2], S. 10—11. 


5 
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und 
(2, 4) V xu Sap—O*V oLap = 0 
gebracht werden. 


Wir wollen nun. die Integrabilitatsbedingungen (2, 2), (2, 3) und (2, 4) 
auf eine Form bringen, in der die drei durch 


(2, 5) Porno = 2p Lo —2 Girdle mje 21 ital fe 

+ 2Cia°(deGe+GeeGo); Go. = aeGi, 
(2, 6) Zone = 2dyeC ja? + 2Chojuf Caja", 
(2,7) Te of = 60T 8 + beT iv Cis?o — Vn Cre® 


bestimmten Kriimmungsaffinoren ’ der affinzusammenhangenden Linienelement- 
mannigfaltigkeit eingehen. Zunachst betrachten wir den ersten Fall, indem fiir 
die Differentialgleichungen (1,6) und (1,7) die Nebenbedingungen (1,17) und 
(1, 19) nicht vorausgesetzt werden. 

Fiir einen beliebigen Affinor zweiter Ordnung ¢., gilt die Vertauschungs- 
formel 


(2,8) Vie = — 2 top Ploxiay + 2tepCiijay Powe U — Oot bap: Pond 0". 


Fiir 
tap = Sap 
nimmt die Integrabilitatsbedingung (2,2) wegen (2,1) und (2,8) die Form 
(2, 9) Liao Poxipy = () 


an. 
Fiir die Integrabilitatsbedingung (2,3) gibt eine einfache Rechnung 
wegen (2,6) die Relation 
(2, 10) Lalo Zox\a) = 0. 

‘Bei der Umformung der Integrabilitatsbedingungen (2, 4) eens wir 
daf fiir einen beliebigen Affinor fag die Vertauschungsformel 
(2,11) Vudertep—d Vulep =O Tih v Outep + 00 Tak tup t+ dor Tsp tay 
gilt. Fiir 

lap = Sap 

folgt aus (2,11) wegen (2,1) und (2,7) fiir die Integrabilitatsbedingungen 
(2, 4) der Ausdruck 
(2,12) Gu(all\ox\p) = 9. 

Im zweiten Falle miissen die gag aufer den Differentialgleichungen (1, 6) 
und (1,7) noch die Skalarenrelationen (1, 19) erfiillen. 


7 O. Varca [2], S. 12. An Stelle der im Text verwendeten Bezeichnungen steht dort 


pe e ¢ 
ano? axa? axa* 
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Entsprechend den Bemerkungen, die wir im AnschluB an den Satz von 
J. M. THomas und O. VEBLEN machten, miissen die kovarianten bzw. ge- 
wohnlichen Ableitungen dieser skalaren Relationen gebildet werden. Kombiniert 
man die sich so ergebenden Relationen mit (2,10) bzw. (2, 12), so kommen 
zu den Integrabilitatsbedingungen (2,9), (2,10) und (2,12) die weiteren 
Relationen 


2. 13) Daolaenp —oee ) == 0) 
und i 
(2, 14) (21 ox — OV) op + OD xB Loa == '() 


hinzu. In (2,13) ist S.xg° bis auf den Faktor 1 /L? gerade derjenige Affinor, 

auf den sich 3, im Falle des Finslerschen Raumes reduziert. Derselbe ist 

bekanntlich® durch 

(2, 15) Sof = 2 Chal Gop 

definiert. . 
Im ersten Falle bestehen zufolge unserer Ergebnisse die Integrabilitats- 

bedingungen dann identisch, falls die drei Kriimmungsaffinoren (2,5), (2, 6) 

und (2,7) der Linienelementmannigfaltigkeit identisch verschwinden. Da die 

Lésung gag dann in einem beliebigen Linienelement (x*, ““) willkiirlich 


0 
vorgeschrieben werden kann, so wird man gag(x,v) so wahlen kénnen, daf 
0 0 
fiir dieses Linienelement die Bedingung (1,5) erfiilllt ist. Daf hingegen 


Det | Zap (Xo, v)| == 0 
(zitiert als Bedingung A) fiir samtliche Linienelemente durch x* gilt, folgt 
natiirlich nicht. i 

Im zweiten Falle besitzen die Differentialgleichungen (2,6) und (1, 7) 
stets dann Lésungen gap, fiir die noch die Werte in einem Linienelement 
beliebig vorgeschrieben werden kénnen, falls aufer den drei Kriimmungsaffi- 
noren — wegen (2,13) und (2, 14) — noch der Affinor (2,15) und der Affinor 
d.oI%8 identisch verschwinden. 

Erfiillt eine Lésung noch die Bedingung (1, 20) fiir samtliche Linien- 
elemente durch einen Punkt (zitiert als Bedingung 8), dann ist der Finslersche 
Raum ein Minkowskischer® mit konstanter Winkelmetrik.° Diese Ergebnisse 
ergeben zusammengefabt : 


SATZ 3. Falls die Kriimmungsaffinoren einer affinzusammenhdngenden 
Linienelementmannigfaltigkeit identisch verschwinden, so lat sich diese Mannig- 
faltigkeit dann metrisieren, falls es unter den (sicher vorhandenen) Lésungen 
&ap von (1,6) und (1,7) eine solche gibt, fiir die die Bedingung A gilt. 


8 E. Cartan [I], S. 34. 
9 E. Cartan [1], S. 35, Formel XVII und S. 36, sowie 39. 
10 E. Cartan [1], S. 34—35. 
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Erfiillen die Ubertragungsparameter noch die Symmetriebedingungen (1, 17) 
und (1,18), und verschwinden auger den drei Kriimmungsaffinoren noch die 
Affinoren Soup und 0,0 x8, SO lapt sich eine Metrisierung so durchftihren, 
dag der Raum ein Minkowskischer wird, falls die Lésungen gag von ( 1, 6) 
und (1,7) noch die Bedingung B erfiillen. 

Bestehen die Integrabilitatsbedingungen (2,9), (2,10) und (2, 12) nicht 
identisch, so miissen diese Relationen hinsichtlich 1 gewdhnlich und hin- 
sichtlich x* kovariant abgeleitet werden. Beachten wir die Form (2,1) der 
Differentialgleichungen (1,6) und weiter, daB die Ableitungen der gag nach 
™ wegen (1,7) linear in diesen Gréfen sind, so folgt, daB man durch diesen 
Prozess wieder lineare Relationen in den ga, erhalt. Auf Grund der Herleitung 
der Relationen sind dieselben, wieder koordinateninvariante Affinorrelationen. 

Aus (2,9) erhalt man so die Beziehungen 
(2, 16) Stale Ar Pop) = 0 
und 
(2, 17) BucaChije) Pox lh +n Clijey Powe + (ale Pon) py =O. 

Aus (2,10) und (2,11) folgen je zwei Relationen, die genau (2, 16) und 
(2,17) entsprechen mit der Anderung, daf jetzt an Stelle des Affinors P,x6° 
die Affinoren 3,, bzw. [exe treten. 

Da die drei Affinoren homogene Funktionen in den 2 sind, folgt aus 
(2,17) und den, entsprechend mit den 3,,,° und J/,,¢ gebildeten Relationen 
bei Beachtung von (1, 1) nach Uberschiebung mit a” wieder (2,9), bzw. (2, 10) 
und (2, 12). 

Dieses Differentiationsverfahren kann beliebig fortgesetzt werden. Dabei 
ist zu beachten, da& die durch Differentiation’ nach 1 erhaltenen, neuen 
Relationen stets die vorangehenden Relationen als Folge enthalten, so dafi 
diese dann iiberfliissig werden. Aus dem zitierten Satz von J. M. THOMAS 
und O. VEBLEN folgt nun 


Satz 4. Die affinzusammenhdngende Linienelementmannigfaltigkeit lapt 
sich metrisieren, falls es -erstens ein Zahl N von der Art gibt, daB die ersten 
N Ketten von Relationen (2,9), (2,10), (2, 12), (2, 16), (2,17) usw. ein ver- 
trigliches Gleichungssystem fiir die gap geben und daf eine Lésung auch die 
‘(N-+1)-te Kette von Relationen erfiillt, und zweitens die Zap die Bedingung 
A erfiillen. 

Wir bemerken, daB fiir den Fall symmetrischer Ubertragungsparameter 
ein zu Satz 4 entsprechender Satz gilt. In diesem Falle wird die Mannigfal- 
tigkeit ein Finslerscher Raum. Jetzt miissen noch die zusdtzlichen Gleichungen 
(2, 13) und (2,14) ebenso differenziert werden, wie oben (2, 9), (2, 10) und 
(2,12). Weiter muf statt Bedingung A jetzt die Bedingung B gelten. 


(Eingegangen am 4. Januar 1954.) 
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OB: YCJOBUAX METPU3YEMOCTU A®®YUHHO-CBA3ZHbIX MHOPO- 
OBPA3UK JMHEAHbIX 3JIEMEHTOB 


O. BAPTA (fe6peuer) 


(Pe3 Me) 


ViapectHo, 4TO adptpHHHO-cBa3HOe MHOrOOOpa3sHe JMHeEWHBIX SN€MEHTOB MOAHOCTHIO 
onpefeneHoO safannMemM AByX TeOMeETPHYeECKHX OOBEKTOB, erO~ ABYX MapamMeTPOB mepeHoca. 
B wacroaujeh paOoTe uccnepyoTcA yCnoBUA, NPH KOTOPbIX NapamMeTpbi Nepenoca coorBerTcT- 
BY!OT METPHYECKOMY MHOTOOOpasnto NMHELHBIX BTEMEHTOB. MlonyyeHHbie yCAOBMA HOCAT 4KCTO- 
anreOpaw4eckwH xapakTep, M OHH BbIPAKAaOTCA C NOMOUIbIO TPEx adspuHOpoB KpyyeHnA 
MHOrOOOpasuaA HW €rO KOBAPHAHTHOK MPOKSBOAHOM BO BECbMa NPOspa4HOM BuLe. 


f UBER DIE KANTENBASEN 
FUR ENDLICHE VOLLSTANDIGE GERICHTETE GRAPHEN 


Von 
LADISLAUS REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


Wenn nichts anderes gesagt wird, so halten wir uns beziiglich der gra- 
phentheoretischen Grundbegriffe, Fachausdriicke und Bezeichnungen an die 
Monographie von KONIG [2].! 

Unter der Ordnung eines endlichen Graphen verstehen wir die Anzahl 
seiner Knotenpunkte, die wir im folgenden kurz die Punkte des Graphen nen- 
nen. Mit 9 bezeichnen wir das Nefz n-ter Ordnung, d. h. den vollstandigen 
gerichteten Graphen n-ter Ordnung. (Das bedeutet, daB in X jede zwei Punkte 
mit genau zwei entgegengesetzt gerichteten Kanten verbunden sind, weshalb 
¥% genau n(n—1) Kanten hat.) Unter einer Kantenbasis fiir (oder von) X ver- 
stehen wir nach KONIG [2] (S. 92) einen Teilgraphen 8 von 9% mit den fol- 
genden zwei Eigenschaften : 


a) In % fiihrt von jedem Punkt von 9 nach jedem anderen Punkt von 
Xt mindestens eine Bahn. 


b) Nach Streichen einer beliebigen Kante von % geht die Eigenschaft 
a) verloren. 

Wenn wir kurz iiber eine Kantenbasis 8 sprechen (ohne die Angabe 
des Netzes, wofiir 8 eine Kantenbasis ist), so meinen wir damit, dab B 
ein (gerichteter) Graph ist, der eine Kantenbasis fiir irgendein Netz % ist; 
da aber dann % und Xt dieselben Punkte enthalten, so ist dieses 3t durch 
% eindeutig bestimmt. 

Die Bedeutung der Kantenbasen liegt vor allem in ihren Anwendungen 
in der Logik.? Handelt es sich namlich um a Aquivalente Aussagen 


(1) Ay, feyAn 
d. h. gelten fiir diese Aussagen alle (logischen) Implikationen 
(2) Avs et het hceelée<t,y 1) 


1 Mit [ ] verweisen wir an das Literaturverzeichnis am Schlu6 unserer Arbeit. 

2 Wir bemerken, da® sich die Kantenbasen auch fiir beliebige gerichtete Graphen 
definieren lassen (s. Konic [2], S. 92) und daB sie auch im allgemeinen Fall die entspre- 
chende Bedeutung in der Logik habem.S. hieriiber die wichtigen Arbeiten von Hertz [1], 
yon denen ein Teil auch in Kénic [2] (S. 92—109) enthalten ist. Den Begriff der Kanten- 
basis werden wir hier weiter auch nur im oben definierten beschrankten Sinn gebrauchen. 


2 Acta Mathematita 
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(man lese: aus A; folgt A,), deutet man dann (1), (2) als die Punkte und 
Kanten eines Netzes %, so entsprechen den Kantenbasen % von X (wegen 
der Transitivitat der Implikationen (2)) eben die samtlichen vollstandigen 
unabhangigen Axiomensysteme fiir das Satzsystem (2). Das bedeutet mit an- 
deren Worten, daB jede Kantenbasis & fiir 9i sozusagen ein ,,Beweisschema“ 
zum Beweis aller Implikationen (2), d.h. der Aquivalenz der Aussagen (1) 
liefert, wobei kein ,Beweisschritt“ iiberfliissig ist; unter den Beweisschritten 
verstehen wir die in 3% enthaltenen Implikationen.’ 

Die allereinfachsten Kantenbasen fiir i-sind von der folgenden Form 
(verauschaulicht wird den Fall n= 6): 


lSOOO——EE—E—E = 


Figur 1. Figur 2. Figur 3. 


Solche Kantenbasen nennen wir (im Fall eines beliebigen ‘n) der Reihe 
nach zyklisch, linear, bzw. sternférmig. Fiir diese ist die Anzahl der Kanten 


gleich n, 2(n—1), bzw. 2(n—1). Eine leichte Folgerung aus Satz 2 (s. unten) ist, . 
da®B die Anzahl der Kanten einer Kantenbasis stets zwischen diesen Zahlen — 


n, 2(n—1) liegt und nur fiir die zyklischen Kantenbasen gleich n ist. (Das — 


letztere sieht man auch unmittelbar leicht ein.) 


\ 


In den Fallen n= 2,3 gibt es im wesentlichen offenbar keine weiteren — 


Kantenbasen als die obigen drei. (Von ihnen fallen natiirlich im Fall n = 2 
alle drei, im Fall n= 3 die letzten zwei zusammen.) 


Im Fall n 4 sind die saémtlichen Kantenbasen offenbar von der fol- 


genden Form: 


coe (ies 


Figur 4. Figur 5. Figur 6. Figur 7. Figur 8. 


® Andere Deutungen der Kantenbasen liegen auf der Hand, wie z. B. die folgenden 
zwei, auf die mich die Herren L. KatmAr bzw. A. Rénvi freundlichst aufmerksam gemacht 
haben. Erstens sollen A;,..., A, reelle Zahlen bedeuten, ferner bedeute (2) dasselbe wie 
A; = A,, und es handele sich um den Beweis von A; =...==A,. Zweitens sollen A,,..., A, 
verschiedene Punkte bezeichnen, wischen denen man ein Verkehrssystem mit einseitigem 
Verkehr anlegen’ will. (Mit dem letzteren meinen wir, daB auf jeder Verkehrsstrecke eine 


Verkehrsrichtung vorgeschrieben ist.) In beiden Fallen liefern die Kantenbasen wieder die 
»besten* Lésungen der Aufgabe. 
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Im Fall n ==5 findet man mit weni 
g Miihe, daB dann die Kant 
von der folgenden Form sind: Boat 


OO-O OM 


Figur 9 Figur 10. Figur 11. Figur 12. Figur 13. 
Figur 14. Figur 15. Figur 16. Figur 17. Figur 18. 
( 
3 
W 
Figur 19. Figur 20. Figur 21. Figur 22. Figur 23. 


Fir den ailgemeinen Fall machen wir die folgende niitzliche Bemer- 


kung. Ersetzt man eine Kante XY von einem Zyklus durch VX, so nennen 
wir den entstandenen Graphen ejnen Fastzyklus. Dann ist klar, da8 eine 
Kantenbasis keinen Fastzyklus enthdalt. 

Unser Hauptresultat wird der folgende: * 


SaTz 1. Jede Kantenbasis ist ein ebener Graph. (Unter einem ebenen 
Graphen verstehen wir einen solchen, der sich ohne Durchkreuzung in einer 
Ebene zeichnen 1aft.) 

Einen guten Uberblick tiber alle Kantenbasen konnten wir uns nicht 
_verschaffen, aber im unten folgenden Satz 2 geben wir ein rekursives Ver- 
fahren an, mit dem man alle Kantenbasen fiir ein gegebenes Netz bestimmen’ 
kann. Um diesen Satz formulieren zu kénnen, schicken wir folgendes voran. 


Ist & eine Kantenbasis und XY eine Kante von ihr, so bezeichnen wir 
mit Sx denjenigen Graphen, der aus 8 nach der Entfernung der Kante XY 


iibrigbleibt. Man nehme den Punkt X, ferner die samtlichen Bahnen in Bxy 
mit dem Anfangspunk X, und addiere sie; ahnlich addiere man den Punkt 


4 Fiir die in 2 erwahnte allgemeinere Fassung der Kantenbasis ist Satz 1 offenbar 
falsch. 
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Y und die samtlichen Bahnen in Sxy mit dem Schlu{punkt Y.° Wir bezeich- 
nen die so entstandenen zwei Teilgraphen von Bxy mit Bixy bzw. Byy. 
Diese zwei Graphen sind stets fremd, denn sonst wiirde 8 einen Fastzyklus 
enthalten, was nicht mdglich ist. 


Satz 2. Es sei gegeben ein Netz N von der Ordnung n (= 3). Um die 
nichtzyklischen Kantenbasen fiir % zu gewinnen, verfahre man so. Man nehme 
eine in % enthaltene Kantenbasis 8, die nicht alle Punkte von Xt enthdlt. Man 
nehme dann zwei Punkte P,Q von %, die im Fall P=-Q der Bedingung 


unterworfen sind, dap fiir keine Kante XY von ¥ gleichzeitig P in Bxy und 
Q in By gehdrt,’ nehme ferner eine (in XN enthaltene) Bahn b, die von P 
nach Q ftihrt und (auger P,Q) nur noch die sdmtlichen, auBerhalb ¥ liegen- 
den Punkte von XN enthdlt. Dann ist 8+6 eine Kantenbasis fiir N. Alle 
nichtzyklischen Kantenbasen fiir N entstehen auf diesem Wege. 


ERGANZUNG. Es geniigt im Satz 2 diejenigen Kanten XY zu_beriick- 
sichtigen, fiir die X gleich P oder ein Verzweigungspunkt’ von ¥B und zu- 


gleich der Anfangspunkt einer von XY verschiedenen Kante in ¥ ist, ferner 
Y gleich Q oder ein Verzweigungspunkt von 8 und zugleich der SchluBpunkt 


einer von XY verschiedenen Kante in % ist. 

Der Satz 2 scheint nicht geeignet zu sein, um mit seiner Hilfe die 
Anzahl aller Kantenbasen fiir ein Netz n-ter Ordnung zu bestimmen. Unmit- 
telbar auf Grund der Definition laft sich leicht fiir diese Anzahl die Formel 
Nyt 


Cyy=9, 1 EOS Ly cau 


Uy a Ly. 5,58 r+s 
( WT G—IMa—c»)—e. JT (—ITa—ciy) 
t; deta sa) ik ty pts cy 


aufstellen. Hir bedeutet Cy, alle Produkte von der Form 
Cit = CiyCxyxy 12+ Cay mle (0 StS n—2; x,,...,%—1,...,0), 


wobei die x,,...,X+ voneinander und von i, k verschieden sein sollen; die Cj, 
bezeichnen diejenigen C;,, in denen der Faktor c,, nicht auftritt. Da uns aber 
nicht gelang, diese Formel auf eine einfachere Form zu bringen, so halten 
wir es nicht der Miihe wert, sie zu beweisen. Als Beispiele erwahnen wir 
N,= 1, Ns = 5, N, = 58, N; = 1069, 


5 Ist 6 eine Bahn, die vom Punkt P nach dem Punkt Q fiihrt, so nennen wir P den 
Anfangspunkt und Q den Schlu8punkt von 06, (Insbesondere wenn 6 ein Zyklus ist, so 
kann P= Q ein beliebiger Punkt von 6 sein.) 


¥ — > 
6 Folglich kommen nur solche P,Q in Frage, fiir die 8 keine Kante PQ enthait. 
‘ Unter einem Verzweigungspunkt eines Graphen verstehen wir einen solchen Punkt 
dieses Graphen, der zu mindestens drei Kanten gehdrt. 
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BEWEIS VOM SATz 1. Wir betrachten die folgenden zwei Graphen 5-ter 
bzw. 6-ter Ordnung mit 10 bzw. 9 Kanten (Figuren 24, 25): 


4d 
J 
5, J 
¢ 2 
6 2 
Ji "9 ; 
Figur 24. Figur 25. 


Wir bezeichnen sie mit G, bzw. G,.8 Nach KuRATOWSKI [3] lassen sich 
die endlichen ebenen Graphen dadurch charakterisieren, daB sie keine &,, G, 
enthalten. 

Werden alle Kanten eines Graphen © irgendwie gerichtet, so bezeich- 


nen wir den entstandenen gerichteten Graphen mit G. Wir haben dann zu 


-beweisen, daf eine Kantenbasis 8 weder ein G, noch ein 6, enthalten kann. 


Mit der ersten dieser Behauptungen werden wir leicht fertig sein. Wir 


nehmen an, da& ein @, in einer Kantenbasts 8 enthalten ist, um hieraus 
einen Widerspruch abzuleiten. Wie man auch die drei Seiten eines Dreiecks 


_ mit Richtungen versieht, entsteht immer ein Zyklus oder ein Fastzyklus. Da 


eine Kantenbasis keine Fastzyklen enthalt, so miissen die Kanten von ©, so 


vorher Gesagten. 


gerichtet sein, da fiir alle zehn Punkttripel 
Fo (lsi<j<k=5) 


> > > Sal 


 entweder ij, jk, ki oder ji, kj, ik einen Zyklus in @, bilden. Man darf nun 
- annehmen, daf& 6, die gerichtete Kante 12 enthalt. Dann muS @, auch 23, 25 


enthalten. Das-ergibt fiir das Punkttripel 2,3,5 einen Widerspruch mit dem 


Um die zweite Behauptung zu beweisen, nehmen wir jetzt an, daf ein 


Z 6, in einer Kantenbasis % enthalten ist. Wir haben auch hieraus einen Wider- 


spruch abzuleiten. Da jede Kante von ©, auf zwei Arten gerichtet werden 


| kann, so gibt es fiir 6, insgesamt 2° Falle, aber wir werden es in der Wirk- 


_lichkeit nur mit ganz wenigen Fallen zu tun haben. Vor allem bemerken wir, 


daB zwei entgegengesetzte Graphen® stets nur gleichzeitig Kantenbasen sein 


8 Hiervon ist @, das ,,vollstandige Fiinfeck“ und @, der zum sogennanten Dreibrun- 


- nenproblem gehérige Graph. 


® So nennen wir zwei gerichtete Graphen, wenn der eine aus dem anderen durch 


-Umkehrung aller Kantenrichtungen entsteht. 
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kénnen. Folglich brauchen wir von zwei entgegengesetzten ©, immer nur 
das eine zu beriicksichtigen. Ferner nehmen wir in Acht, da® jeder Zyklus 
eine Kantenbasis ist. Aus diesem Grunde koénnen die Punkte von einem in 
% enthaltenen Zyklus mit keinen Kanten verbunden sein, auBer den Kanten, 


die diesen Zyklus bilden. Da aber G, mehr Kanten als Punkte enthalt, so 
folgt hieraus, dafi es in 6, keinen Zyklus mit sechs Punkten geben kann. 


Auch enthalt G, keinen Fastzyklus, denn ein solcher miiite auch in ¥ ent- 
halten sein, was nach obigem unméglich ist. Nunmehr wollen wir vorlaufig 


nur beachten, wie in 6, die Kanten des Sechsecks 12---6 gerichtet sind. 
Nach obigem brauchen wir nur die folgenden Falle zu berticksichtigen: 


a é 4 4 4 
e 
5 26 26 “eal 26 Zz 
¥ f f 4 f 
Figur 26. Figur 27. Figur 28. Figur 29. Figur 30. 


(Diese fiinf Graphen und ihre entgegengesetzten erschépfen namlich bis. 
auf Lage alle iiberhaupt mdglichen Falle.) Diese fiinf Graphen miissen noch 
mit je drei gerichteten Kanten erganzt werden, die die gegeniiberliegenden 


Punkte miteinander verbinden. Da aber , keinen Fastzyklus bestehend aus 
vier Kanten enthalten kann, so erweisen sich der erste und dritte dieser fiinf 


Falle als unméglich, ferner muf (%, aus demselben Grund in den iibrigge- 
bliebenen drei Fallen so aussehen: 


D D D 
ys Cae ter a 
Ff Bak LaF B 
A 4 A 


Figur 31. Figur 32. Figur 33. 


(Dabei haben wir die Punkte des Graphen mit A,..., F umbezeichnet.) 
Der erste. dieser drei Falle jist unméglich, da dann @, den Fastzyklus. 
BCDAFE enthait. Fiir den mittleren Fall bemerken wir, daB es dann in & 
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offenbar eine Bahn 6 geben mu, die von C nach einem von C verschiede- 


nen Punkt H von G, fiihrt und sonst keinen gemeinsamen Punkt mit 6, hat. 
Es ist H—A unméglich, da dann % den Fastzyklus enthielte, der aus der 


Bahn 6 und den Kanten AF, FE. BE, BC besteht. Ebenso leicht ergibt sich, 
dai H aus dhnlichem Grunde keiner der tibrigen Punkte B, D, E, F sein kann. 
Auf den ahnlichen Widerspruch fiihrt auch der letzte der obigen drei Faille, 
wobei namlich jetzt z.B. der Punkt B die vorige Rolle von C iibernehmen 
kann. Damit haben wir Satz 1 bewiesen. 


BEWEIS VOM SATz 2. Wir zeigen zuerst, daB auf dem im Satz 2 be- 
schriebenen Wege stets eine Kantenbasis fiir % entsteht. Wir haben zu zeigen, 
daB %-+ 5b eine Kantenbasis fiir % ist. 

Da % eine Kantenbasis und 6 eine Bahn ist, die von P (€%) nach 
Q (€%) fiihrt, ferner 3+6 alle Punkte von N enthalt, so ist klar, da® ftir 
%B-+6 die Eigenschaft a) gilt. 

Um noch die Eigenschaft b) auszuweisen, haben wir zu zeigen, dab 
die Eigenschaft a) von 8+ verlorengeht, wenn aus ihm eine Kante entfernt 
wird. Handelt es sich um eine Kante von 6, so ist die Behauptung klar. Es 
ist nur noch der Fall tibrig, daS es sich um eine Kante von & handelt. 


Diese bezeichnen wir (wie im Satz) mit XY. Wie auch friiher bezeichnen 


wir mit Sxy denjenigen Graphen, der aus 8 nach Entfernung der Kante XY 
tibrigbleibt. Dann ist Bx;+6 eben derjenige Graph, der aus 8+06 nach 


Entfernung von XY iibrigbleibt. Es geniigt zu zeigen, dah in Bxy+-0 keine 
Bahn von X nach Y fiihrt. 

Nehmen wir das Gegenteil an, dai namlich in Sxy+6 eine Bahn 6, 
von X nach Y fiihrt. Andererseits fiihrt in Sy, keine. Bahn von X nach Y, 


denn sonst wiirde diese Bahn mit XY zusammen einen in 8 enthaltenen 
Fastzyklus bilden, das aber unméglich ist, da ¥ eine Kantenbasis ist. Aus 
beiden folgt offenbar, da& 6 in 6, enthalten ist. Folglich zerlegt sich b; in 
drei (anschlieBende) Bahnen, von denen die erste von X nach P fiihrt, die 
zweite gleich 6 ist, die dritte von Q nach Y fiihrt. (Die erste und dritte pane 
sich im Punkt P bzw. Q ausarten.) Dann gehért P in Bxy und Q in Bxy. 
Das versté£t in die Definition von P,Q, womit wir bewiesen haben, dah 
%-+-6 auch die Eigenschaft b) hat, also eine Kantenbasis fiir Jt ist. 
Zum vollstandigen Beweis des Satzes 2 fehlt nur noch der Nachweis, 
daB umgekehrt jede nichtzyklische Kantenbasis 8, von % auf dem 7 Satz 
beschriebenen Wege entsteht. Da fiir irgendzwei Punkte A,B von %; zwei 
Bahnen in diesem vorhanden sind, die von A nach B baw. von B nach A 
fiihren, so ist klar, daB %, einen Zyklus enthalt. Dieser ist wegen der An- 
nahme ein echter Teilgraph von %,. Wir haben bekommen, dafi es unter 
den echten Teilgraphen von %, jedenfalls auch Kantenbasen vorkommen. 
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Wir betrachten also alle echten Teilnetze 9’ von Xt von der Eigen- 
schaft, daB %, eine Kantenbasis fiir Xt’ enthalt. Unter diesen 9’ wahlen wir — 
ein maximales heraus und bezeichnen mit 8 eine Kantenbasis fiir dieses Ne 
Dann gibt es einen Punkt A von % auBerhalb von ¥B. Da %&, eine Kanten- 
basis fiir N ist, so gibt es zwei Bahnen 6,, 5, in B,, so da 6, von einem 
Punkt P (€%) nach A und 6, von A nach einem Punkt Q (€%) fiihrt. Offen- 
bar darf angenommen werden, da 6,, 6, auber P bzw. Q kein Element mit — 
% gemeinsam haben. Die Vereinigung von 6,,6, enthalt also eine Bahn 6, 
‘die von @ nach Q fiihrt und sonst kein Element von % enthalt, ferner durch — 
mindestens einen auBerhalb von B liegenden Punkt von % geht. Dabei ist mit 
b,, 6. zusammen auch bin %, enthalten. Wir zeigen, dab 8, = B+ 8 ist. 

Da namlich 8 eine Kantenbasis ist und die Bahn 6b zwei Punkte von — 
8 miteinander verbindet, so enthalt 8-+-6 offenbar eine Kantenbasis fiir ein — 
Netz X, (EN), das dieselben Punkte hat wie B+ 6. Andererseits enthalt I’ 
dieselben Punkte wie 8. Da ferner 6 mindestens einen Punkt auBerhalb B 
enthdlt, so folgt, daB 9’ in 9, echt enthalten ist. Da %, nach vorigem eine 
Kantenbasis fiir 3, enthalt, so mu wegen der Maximaleigenschaft von Yt’ 
die Gleichung 3, MN gelten. Somit enthalt B+ 56 ([¥%,) eine Kantenbasis 
fiir Xt. Da aber auch %, eine Kantenbasis fiir % ist, so folgt die Richtigkeit 
der Behauptung 8,— B+. 

Dies hat auch zur Folge, dab 6 die samtlichen, auBerhalb 8 liegenden 


Punkte von Xt enthalt. Wiirde nun fiir eine Kante XY (€B) sowohl PE Biy 
als auch QEBxr gelten, so wiirde hieraus offenbar folgen, da& durch die | 


Kante XY ein in % enthaltener Fastzyklus geht, ‘das aber unmdglich ist, da_ 
% eine Kantehbasis ist. Wir haben bekommen, daS die Kantenbasis %, auf 
dem im Satz 2 beschriebenen Wege entsteht. Das beendet den Beweis vom 
Satz 2. ° 


Auch die Erganzung vom Satz 2 ist richtig, denn sind fiir eine Kante 
) 


XY (€%) die in dieser Erganzung gesagten Bedingungen nicht erfiillt, so ; 
kénnen P€Bky, QEBxy offenbar nicht beide efiillt sein. 


(Eingegangen am 3. Februar 1954.) 
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O PASMCAX PEBEP KOHEYHbIX OPHEHTMPOBAHHbIX 
NOJIHbIX TPA®OB 


Ji. POASH (Ceren) 


(Pe3wme) 


O6osHauum uepes Xt OpwenTupoBanHelt nomHBIit rpad, cocTosmmii us n TOUeK 
(n= 2, 3,...) (7. e€. Kaxxgad mapa TO¥eK uz RN coefMHeHa ABYMA NPOTHBONONOMKHO HanpaB- 
JI€HHbIMH peOpamu). Kak OObI4HO, MbI HasbEIBAaeM OasHcomM peep B rpada NK ero noprpad, 
OOnafarouwlnh CefyIOUMMH CBOMCTBaMH : 

a) “3, m1060H TOUKH B 106y10 Apyryto ero TOUKY BefeT NyTb, COfepxKauuica BY; 

6) npu or6pacpripannu m10O0ro0 peOpa uz B TepsetTca CBOCTBO a). 

(8HaHMe Oa3ucoB pé6ep PaBHOCHIbHO 3HaHHIO BCeX He3aBHCHMbIX CHCT€M aKCHOM 
CHCTeMbI TeOpeM 

A, — A; (Oi ea sal) 
M TaKHM O6pas0M OHO AaeT CMOCOObI AOKA3ATENLCTBA SKBUBANCHTHOCTH KOHEYHOTO 4HCIa 
yTsepxpenuit A,,..., A,. Cm. Fepu [1].) 

Teopema. JIw60H Gasuc pebep B rpaha ® aABaAeTCA NOAHBIM 

Tpamoom. 

floxa3zaTenbcTBO OCHOBaHO Ha M3BeECTHOK Teopeme Kypartoscxoro [3]. 

TpyfHO faTb noAHbIi O630p Bcex GasucoB PeGep, OAHAKO MOKHO yKa3aTb NpOCTOW 
cnoco6 onpefeneHua Bcex Ga3ncoB peGep C NOMOUIbH peKyppeHTHOrO Mpouecca. 


—_— 
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UBER DAS KREISTEILUNGSPOLYNOM 


Von 
LADISLAUS REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


Bezeichne / den Ring der ganzen rationalen Zahlen, /[x] den Ring der 
Polynome f(x) mit Koeffizienten in /, ferner n (> 1) eine natiirliche Zahl und 
F,,(x) (€/[x]), das n-te Kreisteilungspolynom. In einer friiheren Arbeit' habe 
ich den folgenden Satz ausgespreetien: Das Hauptideal (F,(x)) wird darch 


n 


mie Fy (@) = (x"— 1) (>it (p Primzahl, p|n) erzeugt: 


Q) (F.@)) —(e, (x"),....). 

Mein Beweis war aber fehlerhaft, wie das BRuIJN* bemerkt hat. Er teilte fiir den 
Satz gleichzeitig auch einen Beweis mit. Der hier folgende Beweis wird 
anders und leichter als der Bruijnsche. 


rt 


Ist n die Potenz einer Primzahl p, so ist F(x) =F, fe alevectatn ett 
der Satz trivial ist. Wir nehmen (1) fiir ein n an. Es geniigt zu zeigen, da 
dann (1) fiir nQ (statt n) richtig ist, wobei Q die Potenz einer Primzahl q 
ist, fiir die gyi gilt. 

Aus (1) folgt offenbar 


nQ 
(2) = .ceyelele),..). 
Wir setzen ; 
(3) f) = F(x) Fab), £0) =F, (x7) F400. 
Hieraus folgt 
(4) fe) =1Te—2), 8) = IT 9) 
wobei e, 0 die komplexen Einheitswurzeln mit 
(5) Oe) =21Q, O@)=7'Q (a I\n, n’<a, QQ, V<Q) 


1 L. Revert, Ein Beitrag zum Problem der Faktorisation von endlichen Abelschen 
Gruppen, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 1 (1950), S. 197—207, Hilfssatz 4. 

2 N. G. pe Bruyn, On the factorization of cyclic groups, Proc. Kon. Ned. Akad. v. 
Wetensch , Ser. A, 56 (1953), S. 370—377, § 2. — Sowohl ich in der Arbeit! als auch 
Bruyn in seiner Arbeit? haben wir beide den obigen Satz (1) zu Untersuchungen eines 
Faktorisationsproblems von Hajés verwendet. 
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durchlaufen und O die Ordnung der Elemente in der Gruppe aller komplexen 
Einheitswurzeln bezeichnet. Wegen (3), (4) gilt auch f(x), g(x) € /[x]. Die 
Resultante der Polynome (4) ist: 


deed ACE) 


Da nach (5) O(e0-!) durch mindestens zwei Primzahlen teilbar ist, so ist die 
ganze algebraische Zahl ep—o(—o(e0-!—1)) eine Einheit, weshalb R= 1 
sein mu8. Also gilt (1) = (f(x), g(x)). Hierfiir 1aBt sich nach (3) 


n@ 
(Fro(a) = (Fala), File) 
schreiben. Dies besagt wegen (2) die Richtigkeit von (1) fiir nQ (statt n), 
womit der Satz bewiesen ist. 


(Eingegangen am 3. Februar 1954.) 


O UNKJIOTOMAYECKOM TIOJIMHOME 
JI. PAWSU (Cereg) 


(Pe3 Me) 


B wacroaujen pabotre coobmaeica KpaTKOe AOKA3aTEMbCTBO TEOPeMbI, COOTBETCTBEHHO 
KOTOPOM HMeeT MECTO PaBeHCTBO M@X*KAY ueanamu 


» 

(F(x) = (F(x), ...), | 
roe F,,(x) O3Ha4aeT N-bIM WHKAOTOMHYCCKHH NOMHOM, a Pp MpoberaeT BCe pasmM4HBIe npoc- 
ThI€ JeMHTeENK NM. Dta TeOpema pPaHbuie ObiINa MCNOMb3OBaHa ABTOPOM NIpH uCCNefOBAHHH 
TeOpeTHKOrpyMNOBOK akTOPHsauHOHHOH mpo6nembl, mocrasneHHoK Hajés Ona nawana 
aHanorn4unoe MpHMeHenwe w# HefaBHo, y N. G. de Bruijn. Mepsoe poKxasaTenpcTso ato 
TEOPeMbl, aHHOe ABTOPOM, ObINO HeEMONHO, KaK Ha 9TO yKa3an de Bruijn, parwujai nonHoe 


foKaszarenbcTBO. HacTroauyee OKasaTeAbCTBO ABAAeETCA HONee NPOCTHIM, 4EM JOKA8aTeMbCTBO 
de Bruijn. 


UBER DIE TRIGONOMETRIE DES POINCARESCHEN KREIS- 
-MODELLS DER HYPERBOLISCHEN EBENEN GEOMETRIE 


: Von 
PAUL SZASZ (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Eine bekannte Verwirklichung der hyperbolischen ebenen Geometrie im 
Rahmen der euklidischen Geometrie ist die folgende Pseudogeometrie (oder 
Bildgeometrie), die sich durch die Arbeiten von H. PoINCcARE! verbreitete und 
Poincarésches Kreismodell dieser Geometrie genannt wird. 

Es sei in der euklidischen Ebene ein Kreis K als Fundamentalkreis vor- 
gelegt. Die inneren Punkte von K sollen Pseudopunkte, die im Innern von 
K liegenden Teile der K rechtwinklig schneidenden Kreise bzw. Geraden (die 
wir zusammen Orthogonalkreise nennen wollen) Pseudogeraden heif®en. Den 
Pseudoabstand zweier Pseudopunkte P,, P, heiBe die GréBe 


(1) P,P, = log (UVP,P,), 
wobei U,V die Schnittpunkte von K und dem durch P, und Ps gelegten. 
Orthogonalkreis sind, so bezeichnet, dai P, auf dem Bogen UV zwischen. 


| AY 


Figcel. Fig. 2. 


1H. Poincaré, Théorie des groupes fuchsiens, Acta Mathematica (Stockhoim), i (1882), 
. 1—62, besonders § 2, S. 6—8, und § 12, S. 58—61; Mémoire sur Jes fonctions fuchsi- 
nnes, ebenda S. 193—294, besonders S. 201—202; Mémoire sur les groupes kleinéens, 
benda, 3 (1883), S. 49—92, besonders S. 55—56. 
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P, und V liegt (Fig. 1), und (UVP,P,) das Doppelverhdltnis 


UPnP 
PVs ew 


bedeutet. Dem gegeniiber soll der Pseudowinkel zweier Pseudogeraden f, g 
einfach durch den Winkel der sie enthaltenden Orthogonalkreise gemessen 
werden (Fig. 2). Man iiberzeugt sich leicht, dai in der durch diese Festset- 
zungen erklarten Pseudogeometrie alle Postulate der hyperbolischen ebenen 
Geometrie erfiillt sind. 

HowarD Eves und V. E. HoGGattr® haben die Trigonometrie dieses 
PoincAkEschen Kreismodells von neuem hergeleitet. Im folgenden wird fiir 
diese Herleitung wieder eine andere Methode angegeben, die uns viel ein- 
facher zu sein scheint. Man darf aber nicht vergessen, dali eine derartige 
Herleitung wie die von HowArRD Eves und V. E. HOGGATT oder von uns, erst 
dann fiir einen Beweis der Formeln der hyperbolischen Trigonometrie gelten 
kann, wenn man vorher die Aquivalenz der hyperbolischen ebenen Geomet- 
rie mit dieser Poincaréschen Bildgeometrie schon erwiesen hat. Das kann in 
verschiedener Weise geschehen.’ 


(UVP,P,) = 


§ 1. Vorbereitung 


Der Fundamentalkreis AK habe den Radius r und bezeichne O seinen 
Mittelpunkt. Fiir einen Pseudopunkt P +O kann der Abstand OP durch den 
Pseudoabstand OP=—f leicht ausgedriickt werden. Schneidet namlich die 
Gerade OP den Fundamentalkreis in den Punkten U,, V, wobei P zwischen 
O und V, liegt (Fig. 3), so ist im Sinne der Definition unter (1) 


t = log(U,V, PO) = log ae a 
' 
oder wegen U,O= OV, 
OP 
t= lo Ge 1 ae 
oP ee 
r 
woher sich 
OP eé—l 
r. ok 


® Howarp Eves und V. E. Hocoarr, Hyperbolic trigonometry derived from the Poincaré 
model, The American Mathematical Monthly, 58 (1951), S. 469—474. 

® Siehe z. B. Paut SzAsz, Uber die Hilbertsche Begriindung der hyperbolischen Geo- 
metrie, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 4 (1953), S. 243—250. 
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er fl. 
(2) Ops rhe: 
ergibt. 
Um weiter gehen zu kénnen, schicken wir einen Hilfssatz voran. 


HILFssaTz. Wird durch P ein Kreis gelegt, der K in den Punkten GEV: 
rechtwinklig schneidet, so besteht, falls die Halbgerade OX den xUOV=28 
halbiert, fiir ~XOP =A die Formel 


cos ~ 2rOP 
(3) cosh f+ OP*' 


Figs) 3) Fig. 4. 


Bezeichnet namlich M den Mittelpunkt des durch P gelegten Kreises 
(Fig. 4), so ist offenbar 
r 


PM = VM ==, tg 8, OM ae’ 


‘also ergibt der Cosinussatz fiir das Dreieck OMP 


rc 2rOP 
rigs = Sl 5 cot cos A, 


woraus (3) folgt. 
Wird die Gerade UV von OP in P’, von OX in Q’ geschnitten, so ist 


ys OD _ rcoseé 
O ee COSAa*S AROS Hee 


also zieht (3) die Formel 
. 28OP. 
@) OP’ =F OP? 
nach sich. Setzt man hier OP aus (2) ein, so erhalt man 
(4*) ra—* OP’ =r tht. 
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Damit ist auch OP’ durch den Pseudoabstand OP=t ausgedriickt. Auf 
Grund dieser Formel (4) bzw. (4*) ist der Schnittpunkt P’ von der Wahl des 
durch P gelegten Orthogonalkreises unabhangig.* 


ee 


Die Formeln (3) und (4*) sind fiir das Folgende von grundlegender — 


Bedeutung. 


§ 2. Die Grundformein der Trigonometrie 
des Poincaréschen Kreismodells 


‘Ist P,O,Q, ein bei Q, rechtwinkliges Pseudodreieck und O,== QO, so 


gibt es (wie man leicht einsieht) ein rechtwinkligess Pseudodreieck POQ 
(xQ= 90°), das mit P,O,Q, pseudokongruent ist, d. h. 


PO=P,O,, 00 0,0; OP 0,7; a~P==P,, xO= 20, 
ausfallt, wobei PO etc. die unter (1) erklarten Pseudoabstande bedeuten.® 


Demnach kénnen wir uns bei der Herleitung der trigonometrischen Grund-_ 


formeln des rechtwinkligen Pseudodreiecks auf ein rechtwinkliges Pseudo- 
dreieck POQ (2Q= 90°) beschranken (Fig. 5). 


Fig. 5. 


Es seien die Bestimmungsstiicke dieses Pseudodreiecks 


QP =a, OQ=b, OP=c, xQOP=A4, xOPQ =u. 
Die Pseudogerade PQ enthaltender Orthogonalkreis soll den Fundamental- 


kreis Kin den Punkten U, V schneiden, wobei P auf dem Bogen UV zwi- 
schen Q und V liegt, und man setze wieder x UOV— 26. Bezeichnet P’ 


4 Diese Tatsache ist tibrigens eine Folge des bekannten Satzes, laut welchem die 
Potenzlinien dreier Kreise sich in einem Punkte schneiden. 

5 Vgl. Howarp Eves and V.,E. Hoaaatt, a. a. O. 2, S. 470—471. Dieser Satz wird 
schon bei dem Beweis des Hilbertschen Kongruenzaxioms III, (betreffs der Pseudokongru- 
enz) verwendet. 
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bzw. Q’ den Schnittpunkt der Geraden OP resp. OQ mit UV, so ist 
as 

OFF 

also auf Grund von (4*) durch die Pseudoabstande OQ= 6, OP=c aus- 
gedriickt 


(1) fee ome 


cos 4 == 


Fiir den Pseudoabstand QP —a besteht auf Grund der Definition 
unter (1) 


e+ — (UVPQ) 
d.h. wegen UQ= QV 


° =-(gy 


Wird aber der Cosinussatz auf die Dreiecke POU und POV angewandt, so 
erhalt man mit Riicksicht auf (3) 


cos p 
EE gai ie Guerre a 
PV) 2f+0P*—2rOP cos (@—A) hie. cos B a a ie 
cosa 


oder nach trivialer Umformung 


uP \= tge+tga , 


(PV) tg @—tga’ 
(5) nimmt daher die Gestalt 
era pas tg B+ tga 
tg 6—tgd 


an. Aus dieser Gleichung spt sich 
(6) to 1 == ae leg = thatgs. 


Im Sinne von (4*) ist aber 


woraus folgt 


* Diese Formel hat offenbar (Fig. 5) die Bedeutung 
eye Ue 
(pv) =Pv- 


3 Acta Mathematica 
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(6) geht somit in die Formel 


tha 
iiber. 
Die Formeln (I) und (II) haben schon die ganze Trigonometrie des 
Poincaréschen Kreismodells der hyperbolischen ebenen Geometrie zur Folge. 


(Eingegangen am 20. April 1953.) 


Zusatz (wdhrend der Korrektur am 22. Mai 1954.) Friiher ist erschienen unsere 
nachfolgende Note, Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der Poincaréschen Halb- 
ebene, Acta Scientiarum Mathematicarum (Szeged), 15(1954), S. 126—129. Die Mitteilung 
von H. Mescukowski, Die Ableitung der trigonometrischen Formeln im Poincaréschen Modell ° 
der hyperbolischen Geometrie, Elemente der Mathematik, 7(1952), S. 130—132, zum Teil 
ahnlichen Inhalts, ist uns erst nachher bekannt geworden. 


O TPHFOHOMETPHU KPYFOBOM MOJEJIA TIYAHKAPE 
_/UIA TMUNEPBOJIMYECKON TIOCKOM TEOMETPMK 


N. CAC (Byjanewrt) 


(P e310 Me) 


ABTOP BbIKOAMT, TPHTOHOMETPHIO H3KeCTHOH KPyroBoHw MOfenu IlyanKape ana 
runep6onn4ecKOK NAOCKOK reOMeTPHH H3 CHepyoOUlelt EMMBbI. 

Jiemma. Ecnu uepes touxy P nexaulyto BHyTpH kKpyra K pagnyca r nponectu 
OKPyXHOCTh nepecekatoulyto K B TouKax U uw V nog mpaMbiMu yraamn, TO, paasfenaa yron 
UOVea = 28 nononam noaynpamoi OX, nomyyaem ana yraa XOP3{ =4 qbopmyay 

cosé _ 2rOP 
cosA 2+ OP?" 
Tlogo6nnie paccyKneHna ObiiM npoBepeHbl paHbue, HO MeHee NpocTo, B paboTe 


Howard Eves and V. E. Hoggatt, Hyperbolic Trigonometry Derived from the Poincaré Model, 
Amer. Math. Monthly, 58 (1951). crp. 469—474. 


UBER DIE VERTEILUNG DER VIELFACHEN 
EINER KOMPLEXEN ZAHL NACH DEM MODUL DES 
EINHEITSQUADRATS 


Von 
P. SZUSZ (Budapest) 
(Vorgelegt von A. Rény1) 


In dieser Arbeit bezeichnet (1) stets den Bruchteil von v, d.h.: 
(e) = v—[u. 

Es seien « und @ zwei zwischen Null und Eins gelegene Zahlen, ferner 
(1) y= (va)+i(v8) (vy = 1,2, ....). 
Es bezeichne / ein im i Re der z-Ebene (d.h. z=x-+iy, 
O0=x<1, 0=y<1) gelegenes, nicht notwendigerweise achsenparalleles 
Parallelogramm, M(J) dessen Flacheninhalt N.,(a,/) die Anzahl der jenigen, 
v =n, fiir die die Relation 

‘ Z,€f 

stattfindet. : 
Sind a, @,1 linear unabhangig, so gilt bekanntlich 


(2) tim “AD cp, 
Wir betrachten nun die Differenz 
(3) |N.,(n, J)—aM(J)|. 


Sind «, 8,1 linear unabhangig, so gilt wegen (2) 

: |N.,(2, J)—2M(J)| = 0(n), 

mehr abt sich aber ohne weitere Voraussetzungen iiber z, oder / nicht sagen. 
In der vorliegenden Note wird die- Differenz (3) untersucht im Falle, 


wenn fiir / spezielle Intervalle /,, gesetzt werden. 
Es bezeichne /, das Parallelogramm, definiert durch die Vektoren 


BLL ace LP min (x, y) +i max (x, y) (z=x-+iy). 
max (x, y) ’ 
Die spezielle Lage von /, ist dabei gleichgiiltig. /. kann tiber das Einheits- 
quadrat der z-Ebene hinausragen, muf aber dann nach dem Einheitsquadrat 
reduziert werden. Dann gilt folgender 


Satz. Fiir jedes natiirliche q 
(4) |N:,(1; J:.)—2 min ((g@), (98))| = O(1), 


3* 
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wobei z, die Zahlen aus (1) bedeuten ; die Schranke, die der absolute Betrag 
der Difference N.,(n, J:,)—n min (ge), (q@)) nicht tibersteigt, hdngt lediglich - 
von «, 8 und q ab, also weder von n noch von der speziellen Lage von /J.,. 

Es sei darauf hingewiesen, dai hier nicht einmal die lineare Unabhan- 
gigkeit von «, 8,1 gefordert wird. 

Das hier behandelte Problem hangt mit einer von S. HARTMAN auf- 
geworfenen Frage zusammen. HARTMAN hat gefragt, ob die Relation (4) gilt. 
wenn j., durch ein achsenparalleles Intervall ersetzt wird, dessen Seiten 
(qe), bw. (98) sind; (in (4) mu natiirlich in diesem Falle min((q@), (¢)) 
durch (qa) (q) ersetzt werden). Neulich ist mir gelungen, die Hartmansche — 
Frage im verneinenden Sinne zu beantworten.’ Der Beweis wird iiber die 
Kettenbruchlehre gefiihrt und ist nicht so einfach, wie der folgende Beweis : 
von (4). : 

Bevor ich zum Beweis von (4) tibergehe, méchte ich eine Anwendung 
geben. . 

Fiir linear unabhangige «,,1 leite ich aus dem bekannten Kronecker- 
schen Satze und aus (4) einen sehr einfachen Beweis fiir die bekannte 
Limesrelation (2) her. 

Es sei / ein beliebiges Teilintervall von O=x<1,O0=y<1 und 
nehmen wir an, (4) sei bereits bewiesen. Wegen der linearen Unabhangigkeit 
von «, 6,1 ist est méglich, ein g mit 

« e 
®) qyre b 
<(ga)<é& 

zu finden. Nimmt man /,, mit diesem qg (J., hat dieselbe Bedeutung, wie bei 
(4)), so unterscheidet sich der minimale Gesamtflacheninhalt derjenigen /,, 
die zu einer vollstindigen Uberdeckung von / ndétig sind, von dem maxi- 
malen Gesamtflacheninhalt derjenigen /., die von J ilberdeckt werden, um 
weniger, als « (¢ >0O, beliebig klein) falls nur ¢ geniigend klein ist. Es 
bezeichne / die Gesamtheit der tiberdeckenden Intervalle, / die Gesamtheit 
derjenigen J., die von / iiberdeckt werden. Nach dem Gesagten ist also 
(6) M(J)—M(J) <®, 
falls nur ¢ (aus (5)) geniigend klein gewahlt ist. i 

Die Intervallfunktion N(n, /) ist offenbar additiv, est gilt also 
(7) N.,(n, J) < N:,(n, J) < N,,(n, J), 
Es gilt aber wegen (4) 


N.,(", J) =M(J)n+ O(1), N.,(2, J) = M(J).n+ O(1), 
also wegen (7) und der Additivitat von N(a, /) 
M(J)n+ O(1) <N,,(1, J) < MU)n+ O(1). 


E 
(e >0, beliebig klein) | 


1 Erscheint in Studia Mathematica. 


a 


UBER DIE VIELFACHEN EINER KOMPLEXEN ZAHL 37 


Wegen (6) folgt nun 
N,,(n, J) = M(J) n+ n3e + O(1) 
mit irgendeinem # (|| = 1), Da &’ beliebig kiein gewahit werden darf, ist 
(2) bewiesen. 
Nun wende ich mich dem Beweis von (4) zu. 


1) Es sei zuerst g—1; ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei « = @ 
angenommen. N.,(n, /.,) kann folgendermafen charakterisiert werden: man 
stelle jede Zahl z(—x-+/y) in der Form u+vz,—u-+v(@+if) mit reellem 
u und + dar. Eine solche Darstellung ist eindeutig mdglich; durch eine ein- 
fache Rechnung bestatigt man 
(8) u=x+yF,u=4. 

6 p 

Man setze x =ra, y=(v2) (v=1,2,...), dh. wir fiihren die Reduk- 
tion noch nicht nach dem Einheitsquadrat durch, sondern reduzieren nur die 
Komponente y modulo 1; die Punkte v@+-i(v8) (v=1,2,...) liegen dann 
im Streifen O=x<~, O=y<1 verteilt. Aus (8) folgt 


(8’) uy = ve—(Vp) r = Va— 4 (eb —[r a) =F [vp]. 
N.,(n, J.) ist offenbar gleich der Anzahl derjenigen » =n, fiir die Relation 
(9) (rE, (WP)E)s 


gleichzeitig stattfinden, wobei J, ein eindimensionales Intervall von der Lange 
a 
& . 

(8’) und aus der Voraussetzung 0< <1 folgt. da fiir «, nur die Werte 


, J. ein ebenfalls eindimensionales Intervall von der Lange ¢ bedeutet. Aus 


— (k= 1,2,...) in Frage kommen und jedes k mindestens einmal ange- 
Pp 


~ nommen wird. Es sei & gegeben. Ich betrachte diejenigen y, fiir die 


[v3] =k 
k k+1 rf : ; 
gilt, also die Zahlen ee i} Es eee eae Fiir genau eine dieser 
- Zahlen, die fiir einen Augenblick mit > bezeichnet werden soll, gilt 
(2) EJ, 


iss fee BG k+1 
denn je zwei konsekutive der Zahlen (v6) [»— + 1 4 e+ 2 : amnee ee )) 
haben voneinander den gleichen Abstand 3; da 
, =e ‘ Di \ ke 
£+1) 4 ,—[£]}>0(&44—[£]]—1+0(4]> 1 
= p = p \ B ? / .? 
' k 
liegt in jedem Intervall der Lange $ genau eine der Zahlen [+1], 
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| 4+ AW alk al N.,(n, J:,) ist daher nicht gréfer, als die Anzahl 
der k= n; mit (x < “leh und nicht kleiner als die Anzahl der k =ne—1 
mit 
sex 
Da /,; die Lange - hat, liegt zwischen v und. +1 genau ein k’, fiir welches 
atea lk 
(eho 


gilt, es gilt also 
Nz,(a, Js,) = (ng]— 7 TO) =ne + 0O(1), 


womit unser Satz fiir g—1 wih Jet ist. 
2) Es sei nun g = 2. Dieser Fail JaBt sich einfach auf den unter 1) 
behandelten Fall zuriickfiihren. Es ist 


rie 2. 
(10) N.,(n,J:, y= 2 > icone —, l, 
i a voted @ 


wobei 72,¢€/., so zu verstehen ist, daB »z, nach dem Einheitsquadrat reduziert 
zu J., gehdrt. Aus (10) folgt 


- o a 
Vr ENzy (rq+8) 2, €Jeq 


pe in 
=2N., & 1} +0(q), 


wobei ps, das um sz, ,verschobene“ und nachher nach dem Einheitsquadrat 
reduzierte Intervall J,, bedeutet, also die Punktmenge z+ sz, mit ZEJz 4» 

die noch nach dem Einheitsquadrat reduziert werden soll. Wendet man auf jedes 
sie der letzten summe in (11) das Ergebnis von 1) mit z, statt des dortigen z,, 


(11) 


(s) 


mi statt des dortigen n und J;, statt des dortigen /., an, so kommt 


N,,(n, J:,) = nmin ((q@), q@))+ O(9) =n min ga), (gf) + O()), 
(da q fest gegeben), womit wir unseren Beweis zu Ende gefiihrt haben. 
(Eingegangen am 15. Juli 1953.) 
BUDAPEST, INSITUT FUR ANGEWANDTE 


MATHEMATIK DER UNGARISCHEN AKADEMIE 
DER WISSENSCHAFTEN. 
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O PACIIPEJEJIEHAM KPATHbIX KOMIMJIEKCHOrO YMCA NO 
MOJIYJIIO KBAJIPATA EJIMHULbI 


Il. CKOC (Bynanemr) 


(Pe3wme) 


- B caenyrouem (u) o3sHayaet ppo6uyto yactb u. Nycth z; = a+ i, rae a u ¢ 4ncaa, 
jexauywe mexay On 1. J, ecTb (MpousBoabHO pacnonOKeHHbIN) NapanaenorpamM, CTOPOHbI 
KOTOpOrO XapakTepH3aylOTCA BeKTOpPaMU 

min [(7@), (q8)] 
max [(q 4), (q)] 
m,. (n, J,) O3Ha4aeT 4YHCIO 3HAYeEHHH v <7, JIA KOTOPBIX 


(ve) +i(r 3) =z, €J,- 

Iipu takux npeanonoxKeHnAx uMeCT MECTO CHEfyHwolllan TeOpema: 

: | N. (a, J,)—n min [(q 2), (¢8)]| = OC), 
ecan n—>oco. [pannua, He NpeBocxox_eHHaAd 3TOH PasHHUeH, 34BHCHT TObKO OT @, #8 M Q, 
T. €, HE 3aBUCHT HOT NONOKeHHA J,. 

B xayectse NpHMeHeHHA OTCHOa NONyYaeTCH OYEHb NPOCTOE AOKAZaTEMbCTBO H3BECT- 
Horo (pakta, 4TO TOUKH Z,, (v1, 2,...) PaBHOMepHO pacnpefeneHb! B EAKHHYHOM KBa]- 
pate NAOCKOCTH Z. - 


u_ min [(q@), (¢4)] + ¢ max [(q@), (98). 


~ 
. 
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UBER DIE DICHTESTE HOROZYKLENLAGERUNG 


Von 
L. FEJES TOTH (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Wir betrachten in einer hyperbolischen Ebene drei einander gegenseitig 
beriihrende Kreise vom Radius r. Der Inhalt des durch die Kreismittelpunkte 
bestimmten Dreiecks sei 4, die Inhaltssumme der im Dreieck liegenden Kreis- 
sektoren 7. Wir betrachten die Dichte der Kreise im Dreieck, d. h. den 
Quotienten D—T7 4. Es aft sich leicht zeigen, dab D= D(r) fiir r— 0 
standig zunehmend dem Grenzwert lim D(r) = 3/s zustrebt, so daB D<3/ 


ausfallt. 

Es sei nun in der hyperbolischen Ebene ein beliebiges System von 
nicht iibereinandergreifenden Kreisen vom Radius r vorgegeben. In einer 
-vorigen Arbeit’ habe ich gezeigt, daB sich dann die Ebene so in Dreiecke 
zerlegen lat, daB die Dichte der Kreise in jedem Dreieck =D(r) ausfallt. 
Wird daher die Lagerungsdichte d in der ganzen Ebene als irgendein Mittel- 
wert der Dichten beziiglich dieser Dreiecke definiert, so ist d<3/:c. In der 
genannten Arbeit habe ich ohne Beweis darauf hingewiesen, dai diese Un- 
-gleichung ihre Giiltigkeit mit Zulassung des Gleichheitszeichens auch im Falle 
von Grenzkreisen behdlt. Jedoch bedarf diese Behauptung eines Beweises, 
den wir hier durch eine direkte Behandlung einer Horozyklenpackung gewah- 
ren wollen. Unser Resultat lautet folgenderweise : 

Zu einer beliebig vorgegebenen Lagerung von nicht iibereinandergreifen- 
den Horozyklen ldBt sich stets eine Zerlegung der hyperbolischen Ebene in 
asymptotische Dreiecke so angeben, daB die Dichte der Horozyklen in jedem 
Dreieck =3/a ausfallt. 

Wir kénnen voraussetzen, daf unser Horozyklensystem {Hj} gesdttigt 
ist, d. h. daB jeder Horozyklus der Ebene gemeinsame innere Punkte mit 
einem Horozyklus von {H} aufweist. Wir betrachten einen Kreis 4, der wenig- 
stens drei Horozyklen von {H} beriihrt, ohne gemeinsame innere Punkte mit 
irgendeinem Horozyklus des Systems zu_besitzen. Die ,Mittelpunkte“ der 


1 Kreisausfiillungen der hyperbolischen Ebene, Acta Math. Acad. Sci. Hungaricae, 4 
(1953), S. 103—110. 
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durch K beriihrten Horozyklen sind Ecken eines asymptotischen Polygons P 
Wir zeigen, daf die Gesamtheit {P} der so konstruierten Polygone die Ebene 
schlicht und liickenlos bedeckt. 

Wir zeigen zunachst, dab zwei Polygone P und P’ von {P} nicht iiber- 
einandergreifen. Aus der Konstruktion der Polygone {P} folgt namlich, dai 
zwei Polygone von {P} nicht mehr als zwei gemeinsame ,Eckpunkte“ besit- 
zen kénnen. Haben daher P und P’ gemeinsame innere Punkte, so gibt es 
je eine Seite AB und A’B’ von P bzw. P’, die einander schneiden. Bezeich- 
nen wir die Horozyklen von {H} von den Mittelpunkten A, B, A’, B’ mit H,, 
Hz,H,,H», so gibt es nach Definition der Polygone {P} einen Kreis K, 
der H, und Hz beriihrt, ohne in Hy oder Hy hineinzugreifen. -Ebenso gibt 
es einen von K verschiedenen Kreis AK’, der H, und H,: beriihrt, aber weder 
in Hg noch in Hy hineindringt. Ein Blick auf das Poincarésche Kreismodell 
(Abb. 1) iiberzeugt uns davon, dab diese Annahme sich als unméglich erweist, 
indem K und kK’ mehr als zwei gemeinsame Punkte aufwiesen. 


Abb. 1. 


Wir haben noch zu zeigen, dai die Polygone {P} die Ebene vollig 
bedecken. Wegen der Gesattigtheit von {H} gibt es unter den H, und H; 
beriihrenden Kreisen, auBer dem P definierenden Kreis K, einen zweiten 
Kreis K’, der aufer H, und Hy; noch einen Horozyklus von {H} beriihrt 
ohne in irgendeinen Horozyklus von {H} hineinzugreifen (Abb. 2). Das 
bedeutet, da® sich zu AB, also zu jeder Seite eines Polygons von {P, eit 
anderes Polygon P’ von {P} anschlieft. Wir betrachten ein Polygon P, sowie 
die zu den Seiten von P anschlieBenden Polygone. Dann fiigen wir au der 
freien Seiten wieder die anschlieBenden Polygone hinzu und setzen diese: 
Verfahren unbegrenzt fort. Wir setzen voraus, daB ein Punkt Q der Ebene 
nach beliebig vielen Schritten dieses Prozesses unbedeckt bleibt. Dann muf 
diejenige, im n-ten Schritt auftretende Polygonseite A,B,, die Q von det 
schon hingefiigten Polygonen trennt, mit n— o gegen eine Grenzlage AE 
heranriicken. Es sei K, ein Kreis, der die Horozyklen H4, und Hz, von {H 
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von den Mittelpunkten A, und B, bertihrt, aber die tibrigen Horozyklen nicht 
‘erreicht. Die Existenz eines solchen Kreises folgt aus der Definition der 
Polygone {P}. Sind die Punkte A, und B, von keinem Index an mit A bzw. 
B identisch, so \aft es sich leicht zeigen, dab die Horozyklen H 4, und Hy, im 
Kreismodell gegen die Punkte A bzw. B konvergieren. Dann strebt aber K, 
gegen den Begrenzungskreis des Modells, woraus folgen wiirde, daf im Mo- 
‘dell tiberhaupt kein Horozyklus vorhanden ist. Wir miissen also annehmen, 
da6 etwa die Horozyklen H,, von einem Index N an identisch sind: 
Hy, =Hrz (n>N). Dann strebt K, gegen den H, beriihrenden Horozyklus 
Hy, yom Mittelpunkt A (Abb. 3). Da aber H, mit keinem Horozyklus von 
4H; gemeinsame innere Punkte aufweist, ware {H} nicht gesattigt. 

Zerlegen wir die mehr als dreiseitigen Polygone von {P} irgendwie 
durch Diagonale in Dreiecke, so entsteht ein Netz asymptotischer Dreiecke, 
von dem wir noch zu zeigen haben, daf es der Forderung unseres Satzes 


Geniige leistet. 


he. > ae 


Abb. 4- 


Fe FS Ge rN VY 


Ne 


Es sei ABC ein Dreieck unseres Netzes und H,, Hz, He die entspre- 
chenden Horozyklen. Wir behaupten, dab kein Horozyklus die gegeniiberliegende 
eiecksseite treffen kann. Erreicht namlich etwa Hy die Seite AC, so gibt 
ss keinen Kreis, der Hx, H, und He beriihrt, weil dieser mit dem Spiegel- 
ld yon Hy, an AC mehr als zwei Punkte gemein hatte (Abb. 4). Ragt aber 
von einem beliebigen Dreieck unseres Netzes kein Horozyklenabschnitt her- 
aus, so kann umgekehrt in ABC kein fremder (d. h. von H4, Hz, He ver- 
schiedener) Horozyklus von {H} hineingreifen. Folglich kommen bei der Ab- 
schatzung der Dichte d in ABC nur die Horozyklen H4, Hz und He in 
Betracht. 
t Offenbar erreicht d ihr Maximum, wenn ein Horozyklus, sagen wir Hx, 
von den beiden anderen beriihrt wird. Wir zerlegen ABC in zwei inhalts- 
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gieiche Dreiecke AMB und BMC und bezeichnen die in AMB liegenden 
Sektoren von H, und H, samt ihren Inhalten mit t, bzw. te (Abb. 5). Es 
handelt sich um das Maximum von f,-+-ftp unter der Voraussetzung eines 
festen rechtwinkeligen Dreiecks AMB und einander beriihrender Horozyklen 
H, und Hz, von denen keiner M als inneren Punkt enthalt. Dabei kann M 
am Rand von Ha, aber nicht am Rand von H;, liegen. Liegt M au®erhalb H,, 
so ersetzen wir Hy, durch den durch M 
hindurchgehenden Horozyklus und Hy 
durch den diesen beriihrenden Horozyklus. 
Dann kommt zu ¢, ein Horozyklenringsek- 
tor A, hinzu, wahrend von ¢;, ein Horozy- 
klenringsektor Ag derselben ,,Dicke“ weg- 
fallt. Da aber der 4ufere Horozyklenbogen 
bei A, gréBer ist als bei A», enthalt Ay 
einen zu fy kongruenten Sektor. Folglich 
nimmt fa-++ts zu. Damit ist gezeigt, dab 
die maximale Dichte d im Falle von drei 
einander gegenseitig beriihrenden Horozy; 
Abb." 5. klen Hy, Hx, He erreicht wird. 

Zur Berechnung von d fassen wit 
eine Ebene der Kriimmung —1 ins Auge. Dann ist der Inhalt von ABC 
gleich wz und die Bogenlinge des in ABC liegenden Teilbogens von H, 
gleich e*, wo x den Abstand des Punktes M von Hy, bedeutet. Folglich nate 
wir, unserer Behauptung entsprechend, 


rs 
. 


d = 3 etdx = a 
My Af 


(Eingegangen am 12. Oktober 1953.) 


O CAMOM IWJIOTHOM PACTIOJIOSKEHUU POPOUNKJIOB 
Ji, PEEL TOT (Becnpem) 


(Pe3w me) 


AsTopomM foKaspinaeTca cneflyrwouun pesyaprat: K ar60u cucreme HeNepeceKaroulUxcs 
TOPOUNKOK MOXCHO BafaTh pasiOKeHHe TunepOOmMYeCKON MIOCKOCTH Ha ACHMNTOTH4eCKHE 


— : 3 
TPCYrOAbHHKH, TAKOe, UTO TAOTHOCTh FOPOUNKIOR B KAKOM HS TpeyroNbHUuKORB SS —. 
Set 


THE THEORY OF GROUPS WITH FINITE CLASSES 
OF CONJUGATE ELEMENTS 


By 
J. ERDOS (Debrecen) 
(Presented by L. Répet) 


§ 1. Introduction 


In recent investigations concerning the structure of infinite groups, several 
important results were obtained for groups which are in one sense or another 
close to abelian groups resp. to finite groups. Such a category of groups is, 
for instance, the groups in which every element has a finite number of con- 
jugates. In what follows such groups will be called briefly FC-groups. Trivial 
examples of FC-groups are the abelian groups, the finite groups, and any 
direct product of an arbitrary set of abelian or finite groups. But we shall 
see in § 8 below that there exist FC-groups, even ones with two generators, 
which cannot be obtained by such a trivial construction. 

The theory of FC-groups is due to R. Baer and B. H. NEUMANN and is 
developed in [2] and [6].' The present paper has arisen from the observation 
that NEUMANN’s very clear and excellent treatment in [6] admits some 
simplifications. In particular, in the present exposition of NEUMANN’s theory 
I have succeeded in avoiding the use of a deep result of SCHREIER in [7] 
and the extension of the group under consideration by constructing a direct 
product with amalgamation (this plays an important role in NEUMANN’s 
treatment). Thus the development of the theory of FC-groups becomes 
thoroughly elementary, so that the reading of this paper supposes merely the 
knowledge of the simplest basic concepts of group theory. In addition to 
NEUMANN’s theory, we give here also a new application and we make some 
remarks on the converses of the results. 

The main results of the theory of FC-groups are the following. In an 
FC-group the elements of finite order form a (characteristic) subgroup whose 
factor group in the whole group is an abelian torsion-free group (§ 4). 
A group is always an FC-group if its center has a finite index, or if its 
jJerived group is finite (§ 2, §6). However, we shall see in § 8 that none of 


1 The numbers in brackets refer to the Bibliography at the end of this paper. 
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these two sufficient conditions is necessary, unless the group under conside- 
ration is finitely generated. On the other hand, if a group is an FC-group 
then its derived group is a torsion group (§ 3); NEUMANN’s counterexample 
— the group of finite permutations of an infinite set — shows that the 
converse of this statement is not true in general. As an important application 
we get, in the same way as NEUMANN, the theorem of BAER and NEUMANN 
[1], [3], [6] stating that the finiteness of the index of the center of a group G 
implies the finiteness of the derived group G’ (§6). Another interesting 
application, also due to NEUMANN, is the following theorem of DicmAN and 
NEUMANN [4], [6]: an element of an arbitrary group G belongs to a finite 
normal subgroup of G if and only if it has finite order and a finite number — 
of conjugates (§ 5). Recently FjoDorov has succeeded in proving the following 
very nice theorem: if any subgroup with more than one element of an infinite 
group GO Has finite index, then G is cyclic. Now we show in §7 that the 
theory of FC-groups leads to a quite simple and short proof of this theorem. 

Finally, we outline briefly the way, in which the theory of the FC-groups 
will be developed in the present paper (§§ 2—4). In our treatment a central 
place is taken by the theorem, according to which the derived group of an 
FC-group is a torsion group (§3). We obtain this main theorem in the 
following way: first we show that it is sufficient to prove the theorem for finitely 
generated groups. Then we show that the center of a finitely generated FC-group 
G always contains a torsion-free subgroup A which has a finite index m in G. 
Thus the mth power of any element of G is contained in A (§ 2). In §3_ 
(cf. Lemma 3.3) we prove that the mth power of a product of elements of- 
G can be obtained by raising to the mth power each of the factors. This is 
the essentially new feature in our treatment of NEUMANN’s theory, and this 
implies that the mth power of any element of the derived group of G is — 


equal to the unit element, any such mth power being contained in the center 
of G. 


§ 2. Preliminaries 


In the present section we briefly summarize the fundamental facts on 
which the theory of FC-groups will be based in §§ 3—4. Well-known simple 
lemmas will be stated without proof. 

The notations employed are as follows: groups are denoted by Latin 
capitals, elements of groups by the small letters a,6,...,g. The other small 
Latin letters will denote rational integers. A group is called finitely generated, 
if there exists a finite system of group elements which are not all contained. 
in a proper subgroup of the group. A group is called torsion-free, if it con- 
tains no element of finite order other than the unity. On the other. hand, 
groups every element of which is of finite order are called torsion groups. 
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rhe groups which are neither torsion groups nor torsion-free groups are said 
© be mixed groups. The elements of a group which commute with a given 
Zroup element, form a subgroup called the normalizer of the given element. 
he center of a group consists of the elements which commute with any 
group element. If a and 6 are arbitrary elements of the group G, then the 
2lement 

[a,b] =a'b'ab 
S called the commutator of the elements a and b. The derived group of G, 
Jenoted by G’, is the subgroup of G generated by all the commutators of G. 
The center and the derived group of a group are always normal subgroups. 
Phe unit element of any group occurring will be denoted by 1, since this 
Zives rise to no confusion. 

The following lemma is a statement well-known from the elements. 


LEMMA 2.1. The cardinal number of the set of conjugates of a group 
lement is equal to the index of its normalizer. 

Owing to this, the FC-groups can be characterized by the property that 
he normalizer of any of their elements has a finite index in the group. As 
he center of a group is the intersection of the normalizers of all group 
elements, we have obviously the following theorem, giving a sufficient con- 
jition for a group to be an FC-group: 


LEMMA 2.2. Jf the center of a group ‘has a finite index in the group, 
hen the group is an FC-group. 

This sufficient condition is, however, not necessary in general, as we 
shall see in § 8. The converse of Lemma 2. 2 is valid only for finitely gene- 
‘ated groups: 

LEMMA 2.3. The center of a finitely generated FC-group has a finite 
ndex. 


Proor.-Let G be a finitely generated FC-group, and let us consider a 
inite system of generators of G. It is clear that the center of G is the 
ntersection of the normalizers of the generator elements. Since G is an 
*C-group, these normalizers are subgroups of finite index in G. On the other 
jand, the intersection of a finite number of subgroups with finite, index is 
ilso a subgroup of finite index, as the index of the intersection cannot exceed 
he product of the indices of the subgroups. Thus Lemma 2.3 is proved. 


Lemma 2. 4. Any subgroup of finite index of a finitely generated 
“C-group is itself finitely generated. 


Proor.? Let G be a finitely generated FC-group, and let 1 be a subgroup 
f finite index r in G. From a fixed finite system of generators of G, by the 


2 | am indebted to T. Szete for this simple proof. 
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FC-property, we may obtain a finite system of generators, 


(1) : £1, Ba,--+)8ny 
containing, together with any element, its inverse and all of its conjugates — 
too. Let us now form all the products . 
(2) GQ, Qy... % (a: = g;; k=) 
with at most r factors a; belonging to the system (1). (The same element 
may occur among the factors several times, but the order of the factors is 
essential.) We denote the set of all these products (2) by K. K is evidently © 
a finite set. Now we prove Lemma 2.4 by showing that the elements of K 
belonging to H form a system of generators of H. 

For this purpose let us consider an arbitrary element 6 of the subgroup H. 
Since b€G, 6 can be written in the form 
(3) ==, D,.. 0, (6€A) 
where each factor 6; belongs to the system (1). The existence of a decomposition 
of b into a product of elements of the set A can be proved by induction on s. 
Evidently, we can restrict ourselves to the case s>r, since for s=r the 
element 6 of H in (3) is itself an element of K. Now, by s>r, the system 
of the elements 

b,, 0, By,-.., 8,0, 5. Bs 


contains two elements, say, 6,6,...6, and 6,6,...6.,., belonging to the same 
right coset modulo H. Thus ; 


(4) Cos Oy toc Cale 
Now 6 in (3) can be written also in the form 


(5) b= By... Du Busers .. . Os = C[(C7' Bye) « . . (C7 Ou) Duress « ~~ al. 


Since 6,c€H, the product in brackets also belongs to H. On the other hand, 
this product contains less than s factors from the system. (1), since not only 
the 6,’s, but also the elements c''b;c belong to the system (1). Then, by our 
induction hypothesis, the product in brackets can be obtained as a product 
of some elements of A. The same is true for the element c in (4), having 
fewer factors than s, and therefore by virtue of (5), also for the element 0 
under consideration. This completes the proof of Lemma 2. 4. 


Applying Lemma 2.4 to the center of a finitely generated FC-group, we 
obtain the following ) 


LEMMA 2.5. An arbitrary finitely generated FC-group G has a torsion- 
free subgroup A of finite index, contained in the center of G. 


Proor. Let G be a finitely generated FC-group. By Lemma 2.3, the 
center Z of G has a finite index r in G. By virtue of Lemma 2.4, Z is then 
a finitely generated abelian group admitting, by the fundamental theorem of 
finitely generated abelian groups, a decomposition into the direct product of 
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a finite group and a torsion-free group A. If this finite group has order s, 


then the torsion-free group A has the finite index rs in G. Thus Lemma 2.5 
is proved. 


- LEMMA 2.6. The derived group of an arbitrary group G is a torsion 


group if and only if the derived group of any finitely generated subgroup of 
G has this preperty. 


Proor. It is evidently sufficient to prove that if the derived group of 
any finitely generated subgroup of G is a torsion group, then G’ is a torsion 
group too. This is clear, considering that an arbitrary element of G’ is the 
product of a finite number of commutators, thus being contained in the 
derived group of a finitely generated subgroup of G. 

Owing to the lemma just proved, we shall have to prove the main 
theorem in § 3 instead for arbitrary FC-groups only for finitely generated 
FC-groups. 


LEMMA 2.7. /f the derived group of a group CG is a torsion group, then 
the elements of finite order of G form a group. 


Proor. Let the derived group G’ of G be a torsion group, and let us 
consider two arbitrary elements of finite order, say a and 6, of G. We have 
only to show that the product a6 is of finite order too, since the inverse of 
an element of finite order is evidently an element of finite order. We denote 
by m the product of orders of the elements a and 6. Thus 


(abbyy ab b* hc 
where c is an element of the derived group GO’, for each interchange of two 
contiguous elements of the product (a6)”" induces a commutator-element, which 
may be written after the elements interchanged. On the other hand, G’ is by 
hypothesis a torsion group, i.e. there exists a natural number 7 such that 
m= 1. Therefore 
(ab) ==c — 1, 
completing the proof of Lemma 2. 7. 
The validity of the next lemma is obvious: 
LEMMA 2.8. /f in a group G the elements of finite order form a subgroup 
H, then H is characteristic in /G and the factor group G/H is torsion-free. 
It is also easy to prove the following lemma. 
LEMMA 2.9. A group is an FC-group if and only if it has a system of 
generators each element of which has a finite number of conjugates in the 
group. wn 
Proor. Since the set of all elements of an FC-group is a system of 
generators having the property formulated in the lemma, it suffices to show 
that the existence of a system of generators with this property implies that 


4 Acta Mathematica 
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the group is an FC-group. Clearly, this follows from the fact that an arbitrary 
group element can be written as a product of a finite number of generator 
elements and of their inverses. Considering that the conjugate of a product 
is equal to the product of the corresponding conjugates of the factors, and 
by our hypothesis the factors have only a finite number of conjugates, it is 
therefore evident that each element has only a finite number of conjugates in 
the group, i.e. the group is an FC-group. 


§ 3. The main theorem 


Now we are going to prove that the derived group of an FC-group is 
always a torsion group. The proof is based on the lemmas of the preceding 
section. ’ 

First we consider the case in which the group is finitely generated. 
-Once proved this special case, the theorem can easily be established for 
arbitrary FC-groups. Let us denote by G an arbitrary finitely generated FC- 
group throughout this section. By Lemma 2.5 we know that G has a torsion 
free subgroup A of finite index m, contained in the center of G. Our imme- 
diate aim is to show that the mth power of any product of elements of G 
can be obtained by raising to the mth power each of the factors separately. 
This we establish by the first three lemmas below. 

Since A is contained in the center of G, it is a normal subgroup of G. 
We denote by small Greek letters the elements of. the factor group G/A 
(the cosets of G modulo A) and by g, an element of the coset 9. Let g,, g.€ G. 
As the mth power of an arbitrary element of G belongs to A, the element 
Qo.¢ defined by the equation 


(6) (S080) = A, oe Sr 

also belongs to A. We show that this element ao, depends only on the cosets 
ge and 0, but not on the representatives g, and g, of these cosets. For if, 
instead of g, and g, we choose 2,—4aig, and g;=aog, as representatives 
of these cosets (a; and a, denoting suitable elements of A, i.e. elements of 
the center of G), we find that for the element aj..,, defined by the equation 


, yu , mm fm 
(LoLc) = Ao, cKe Le » 
we have 


Oe, = (0 Sr)" Bo" Be” = (Fe: ALa)" (A280) (Zo) " = 
= ay ay (gp 00)" an" gi" a ob, wie 2) 


mom m m —u 


= Gi a3 a2" a4" (BeBe) Bo" Bo" = Ay. a, 
i. €. Qp.¢ depends only on e and a, in fact. 
The following three lemmas refer to the (evidently finite) “factor system” 
consisting of the elements a,,. Our aim is to prove that all elements Ao, « CO=* 
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incide with the unit element of G. In the proof of the following lemmas an 
important role is played by the fact that all elements Qe.0 Of the “factor sys- 
tem” just introduced are lying in the subgroup A, and are thus elements of 


the center of G, and if any of them is different from the unit element, it has 
infinite order. 


LEMMA 3.1. For arbitrary elements 0,0, of the factor group GA the 
relation 


(7) Qo, a Qo, t= Ag, or Qo, x 
holds. 


Using our previous remark, this follows immediately by comparing the 
equations 


(2oL08:) = ((Leho) Br)” = Apa, (LoL) Br = 
= Apo. 1°, ‘i a Lo ‘Qo 2, 

and | 

(SoLoks) =(Ko(Goks))” = Ap, 01° Lo (Lok) = 


a " m 


aa Qe, ot Ag, *Qo,t go ‘21 = Mo. 01° Ac, t "£0 *L0 ft 
LEMMA 3. 2. If the elements @ and o of the factor group G/A commute, 
then a,,¢=1. 


Proor. By (6) it is enough to show that for ea = 00 


eh Bo8o = Soke 

holds. Hypothesis implies that there is an element a of A with 
T- BeBe = AL oho: 

‘Therefore 2 

a 8eScho = A805 

ee. 


(SeBoBe')” =(A80)", Boke Bo =" Sa 
, ; A =" go, rhe = i 

a and g* being elements of the subgroup A, and therefore of the center of 
G. The equation a” —1 implies a=1, for A is torsion free, and thus Lemma 
3.2 is proved. 

LEMMA 3.3. All elements do,. coincide with the unit element of the group. 

Proor. Let o be an arbitrary fixed element of the factor group G/A, 
and let 7 run over the set of elements of this factor group. We define 


(10) a(e) = LP a,+ 
where the order of the m factors is irrelevant for they lie in the center of G. 


Taking fixed values for o and for a, let us write down the relation (7) for 
all elements « of the factor group G/A. Multiplying corresponding members 
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of these equations we find 
(11) Up.« -a(o0) = a(o)-a(o), 
for together with +, also ot runs over the set of elements of the factor group 
GA. If @ and o commute, then by Lemma 3.2 we have from (11) 
a(ea) = a(e)-a(o). 
Putting here o= 0,0 o0’,... successively, we obtain 
a(o") = a(o)’; 
a(o*) = a(9-9") = a(g)-a(o*) = ale)’; 


(12) a(g") =a(e)”. 

Now o”—1, and by Lemma 3.2 and by (10) we see that a(1) is identical 
with the unit element of the group G. Therefore it follows from (12) that 
a(o)" =1 for each e€ G/A. Then a(o)=—1, for a(e)€ A and A is torsion-free. 
Applying this result to (11), we obtain 


ane! 


and this implies a,,,=-1. This completes the proof of Lemma 3. 3. 
From our previous statements we obtain easily 


LEMMA 3.4. The derived group of a finitely generated FC-group G is 
always a torsion group. 


Proor. Using the previous notations, from Lemma 3.3 we infer be (6) 
that for arbitrary elements g,, g- of the group G we have 


mn nom 


(080) =£e &e- . 
A simple induction on the number of factors leads us to the following state- 
ment: a product of arbitrary elements of the group Gan be raised to the mth 
power by raising to the mth power each factor separately. Now we make use 
of this rule.in the case of an arbitrary element : 


c= {a,, b,)...=a;'b;'a,b,... 
of the derived group G’. We see that the mth power of this element, i. e. 
F c" = ai" b, me ay bY a 


is equal to the unit element of G, forthe mth powers a,", 6;",... lie in the cen— 


ter of G. Thus the mth power of any element of G’ is equal to the unit ele- 
ment, which proves Lemma 3. 4. 


THEOREM 3.5. The derived group of an FC-group is always a torsion 
group. 


Proor. Let us consider an arbitrary FC-group. Any finitely Senerdted 
subgroup of such a group is itself an FC-group, and so the validity of the 
theorem is an immediate consequence of Lemmas 3.4 and 2.6. 
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§ 4. Properties of FC-groups 


Our aim in the present section is to derive from the main theorem, by 


making use of the lemmas previously stated, the most important properties 
of FC-groups. 


THEOREM 4. 1. A torsion free FC-group is dlways abelian. 
The PROOF is easily obtained from the main Theorem 3.5 implying 
that the derived group of a torsion-free FC-group consists of one element. 


THEOREM 4.2. The elements of finite order of an FC-group form a cha- 
facteristic subgroup; the corresponding factor group is a torsion-free abelian 
group. | 


Proor. Let G be an arbitrary FC-group. By Theorem 3.5 and by Lem- 
mas 2.7 and 2.8 the elemens of finite order of G evidently form a charac- 
teristic subgroup H of G, and the factor group G/H is torsion-free. Theorem 
3.5 moreover shows that G’&H, and thus G/H is clearly abelian. 


THEOREM 4.3. An FC-group G generated by elements of finite order 
is always a torsion group. ; 


Proor. By Theorem 4.2 the elements of finite order of G form a sub- 
group which cannot be a proper one, as the whole group is generated by 
the set of elements of finite order. 


THEOREM 4.4. The elements of finite order of a finitely generated FC- 
group form a finite subgroup. 


Proor. Let G be a finitely generated FC-group. It is sufficient to show 
that G has only a finite number of elements of finite order, for the fact that 
these elements form a subgroup, is a consequence of Theorem 4. 2. By Lemma 
2.5 G has a torsion-free subgroup A of finite index, contained in the center 
of G. We are going to show that any coset of G mod A contains at most 
one element of finite order. Let us assume that ¢c and d are elements of finite 
order of G, belonging to the same coset of G mod A. Then c—ad for some 
a¢A. If n is a common multiple of the orders of c and d, then c’ —d" =1, 
and by cad we thus obtain c” —a'd", i. e. 

(13) ek 

a being an element of the center of G. On the other hand, we know that A 
is torsion-free, so that (13) implies A=1, i. e. cd. Now as A has finite 
index in G, we see that G can have only a finite number of elements of fi- 
nite order. This completes the proof of Theorem 4. 4. 


THEOREM 4.5. An FC-group generated by a finite number of elements of 
finite order is always finite. 
The pRroor runs along the same lines as that of Theorem 4. 3. 
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THEOREM 4.6. The elements of finite order of an FC-group form a lo- 
cally finite subgroup. 


Proor. We have to show that a finite number of elements of finite or- 
der of an FC-group is always contained in a finite subgroup. This fact is an 
immediate consequence of Theorem 4.5, any subgroup of an FC-group being 
also an FC-group. 


§ 5. Finite normal subgroups 


In this section we are going to prove the theorem of DicMAN and 
NEUMANN mentioned above, together with some applications. The theorem of 
DicMAN and NEUMANN reads as follows [4]: 


THEOREM 5.1. A finite set of elements of an arbitrary group is contained 
in a finite normal subgroup of the group if and only if all its elements 
are of finite order, and have only a finite number of conjugates in the group. 


Proof. The necessity of the conditions is obvious, so we can restrict 
ourselves to the proof of the sufficiency. Let us consider a finite set V of 
elements of a group G such that the elements of V are of finite order and 
have a finite number of conjugates in G. Now if we adjoin to the set V all 
the conjugates of its elements, we obtain a finite set V’ of group elements. 
of finite order. Thus, by Theorem 4.5, the elements of the set V’ generate a 
finite subgroup H in G, for, by Lemma 2.9, H is obviously an FC-group. 
On the other hand, H is clearly a normal subgroup of G. This proves Theo- 
rem 5.1. 


“THEOREM 5.2. Each element of a group G betongs to a finite normal 
subgroup of the group if and only if G is a torsion FC-group. 


Proof. An application of the preceding theorem to a set of one element 
show that each element of the group G is contained in a finite normal sub- 
group of G if and only if all elements of G are of finite order and have 
only a finite number of conjugates in G, i. e. if G is.a torsion FC-group. 


THEOREM 5.3. Let n be a fixed natural number. If a group G contains 
but a finite number of elements of order n, then these elements generate a fi- 
nite characteristic subgroup of G. 

The PROOF follows immediately from Theorem 5. 1, for the set of all ele- 
ments of order n of a group evidently contains together with any element all 
its conjugates too. The finite normal subgroup of G generated by all elements 
of order 7 is characteristic in G: this follows from the fact that any element 


of order n is carried by any automorphism of the group into an element of 
the same order. 
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THEOREM 5.4. If the group G contains but a finite number of elements 
3 of finite order, then these elements form a characteristic subgroup H of G, 
and the factor group G/H is torsion-free. 


Proor. The elements of finite order of G form a set which contains, 
together with any of its elements, all of its conjugates. Now if this set is 
finite, then by Theorem 5.1 the subgroup H generated by it is also finite, and so 
this subgroup H necessarily coincides with the set of all elements of finite order 
of G. H is evidently a characteristic subgroup of G, and GH is torsion-free. 


§ 6. Connection between the center and the derived group 


Our main aim in this section is to prove a theorem of BAER and 
NEUMANN. Before doing this we establish the following theorem which gives 
a sufficient condition for a group to be an FC-group. 


THEOREM 6.1. /f the derived group of a group G is finite, then G is 
an FC-group. 


Proor. Let us assume that the derived group of the group G is finite, 

and let a be an arbitrary fixed element of G. We show that a has.only a 

finite number of conjugates in G. A conjugate of a can be written in the form 
g lag —a(a” g* ag) —a[a, g]. 

By our hypothesis there is but a finite number of the commutators [a, g} 


whence a has only a finite number of conjugates. 
For finitely generated groups the converse of Theorem 6.1 is also true: 


THEOREM 6. 2. The derived group of a finitely generated FC-group is finite. 


This follows immediately from Theorems 3.5 and 4. 4. 

Now we prove the theorem of BAER and NEUMANN [1], [3]: 

THEOREM 6.3. /f in a group the center has finite index, then the derived 
group of the group is finite. 

Proor. If the center of the group G has finite index, then, by Lemma 
2.2, G is ap FC-group. Now applying Theorem 3.5, we see that the derived 
group G’ is a torsion group; moreover, G’, as a subgroup of the FC-group 
G, is itself an FC-group. Thus we have only to show that G’ is finitely 
generated, for then the finiteness of G’ will immediately follow from Theorem 
4.5. It is easy to see that the derived group G’ is generated by a finite 
number of elements. For if r is the index of the center of G in G, and if 
21,22,---, Zr is a complete set of representatives of G modulo the center, 
then the 2 commutators [gi, gx] exhaust all possible commutators of G, con- 
sidering that [g:,g.] evidently remains unchanged, if for g; or g, we sub- 
stitute an element belonging to the same coset mudulo the center. This proves 
the theorem of BAER and NEUMANN. 
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The theorem of BAER and NEUMANN can also be reversed in the case 
of finitely generated groups: 


THEOREM 6.4. Jf the finitely generated group G has a finite derived 
group G’, then the center of G has a finite index in G. 


Proor. Let the finitely generated group G have a finite derived group. 
Then, by Theorem 6.1, G is an FC-group. Thus the validity of our statement 
is an immediate consequence of Lemma 2. 3. 


§ 7. The theorem of Fjodorov 


In the present section we prove the following theorem of Ju. G. 
Fyoporov [5]: 


THEOREM 7.1. Jf in an infinite group G any subgroup containing at 
least two elements is of finite index, then G is a cyclic group. 

Proor. Assume G satisfies the conditions. Then the normalizer of an 
arbitrary element has a finite index in G, and therefore, by Lemma 2.1, Gis 
an FC-group. On.the other hand, G is torsion-free, since the cyclic group 
generated by an element of finite order is of infinite index in an infinite 
group. Thus G is a torsion-free FC-group, and so by Theorem-4.1 it is 
abelian. One sees immediately that G is finitely generated, for any of its 
elements different from the unity generates a cyclic subgroup of finite index. 
Thus, by the well-known fundamental theorem on finitely generated torsion- 
free abelian groups, G is the direct product of a finite number of infinite 
cyclic groups. This product contains only a single factor, for each factor must 
be of finite index. This completes the proof. f 


§ 8. Concluding remarks | 
In this section we are going to show that the results obtained in the 
preceding sections are not capable of further improvement. First of all we 
give an example of an FC-group which cannot be decomposed into the direct 
product of an abelian group and a finite group. Consider the group G with 
the generators a,b and with the defining relations 


(14) a' b'ab=c, ¢ =1, ac=ca, be=cb. 
In this group G the elements of finite order form the cyclic group {c} of 
order two. {c} evidently coincides with the derived group of G. As by (14) 


-l 
b” ab=ae, 
ine. 


ba’ = (b"'ab) = (acy =a =a" 


holds, we have found that a’ is in the center of the group G. We can show 
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in an analogous way that 6° also belongs to the center of G. Consequently, 
the center of G is the direct product of two infinite cyclic groups: 

{a} x {0}; 
thus the center has the index 4 in G. We see that G is an FC-group. 
However, G cannot be obtained as the direct product of a finite group by 
an abelian group, for this would mean that G itself is abelian, as the elements 
of finite order of G form an abelian group. 

In connection with this example the problem naturally arises, how we 
could obtain some sort. of survey over the structure of the finitely generated 
FC-groups. Using the notion of Schreier extension our results enable us to 
describe the finitely generated FC-groups in two ways, each of which gives 
a rather deep insight into the structure of these groups. As the group A in 
Lemma 2.5-is a finitely generated torsion-free abelian group, i.e. a direct 
product of a finite number of infinite cyclic groups (or, as we sometimes say, 
a free. abelian group of finite rank), therefore the finitely generated FC-groups 
can be described as follows: any finitely generated FC-group is a centra{ 
Schreier extension of a free abelian group of finite rank by a finite group. 
On the other hand, from Theorems 4.2 and 4.4 it follows that any finitely 
generated FC-group is the Schreier extension of a finite group by a free 
abelian group of finite rank. [That the factor group of a finitely generated 
FC-group with respect to its characteristic subgroup consisting of the elements 
of finite order is a free abelian group of finite rank, follows from the fact 
that this torsion free abelian factor group (see Theorem 4. 2) is a homomorphic 
image of a finitely generated group, i.e. is itself finitely generated.] 

As we saw, in order that a group be an FC-group, it is sufficient that 
its center be of finite index, or that its derived group be finite (Lemma 2. 2, 
Theorem 6.1). Moreover we know that both conditions are also necessary, 
if we consider “only finitely generated groups (Lemma 2.3, Theorem 6. 2)- 
Now, by giving a counterexample, we show that these conditions are 
necessary in case of finitely generated groups, but not in general, in order 
that a group be an FC-group. Let us consider an infinite sequence 

Gi} Gi, G;, 2) 

of non-abelian finite simple groups with strictly increasing orders (e.g. the 
alternating groups A, for n= 5,6,7,...). The center of the direct product D 
of this infinite set of groups consists of one element, whereas its derived 
group coincides with the whole group, the same statements being true for 
the direct factors G,. The center of the group D is therefore not of finite 
index, and the derived group D’ is not finite (it contains elements of arbit- 
rarily great order). However, D is an FC-group. This follows from the fact 
that any element of D is contained already in the direct product of a finite 
number of G,, and so its normalizer contains the direct product of the 
*remaining“ G,,’s and is therefore of finite index. 
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Finally, we show that Theorem 6.3 of BAER and NEUMANN can be 
reversed: only in the case of finitely generated groups (Theorem 6.4). In 
order to show this, we construct an infinite group G, in which the center 
has not a finite index, but the derived group OQ’ is finite. In our example 
the same finite subgroup will be the center and the derived group of the 
group. Let p be a fixed prime, ‘and let us consider the group with the 


infinitely many generators 6, a,,a,,a;,... and the defining relations 
b°>=—al=a=...=a=...=1; 
| a:b = ba;; ; ie 1 
Qik; = 00; Qisx; (kes 1 2a 


It is immediately clear that the derived group of the group G is equal to 
the cyclic group {6} of order p. It is not hard to see that also the center 
of G coincides with {6}, for to any element g of G not in {6} one can find 
an element in G which does not commute with g. 


(Received 22 November 1953) 
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TEOPUA FPYNH C KOHEYHbIMUY KJIACCAMK COMPSDKEHHBIX 
IJIEMEHTOB 


WW. SPAELL (e6peues) 


(Pe3wme) 


Teopua BbimieynoMsKyTEIx rpynn Gbina paspadorana P. Ba pom [2] un B. T. Hew-- 
MaHOM [6]. B nacronuyen pa6ote asrop paér ynpomenHoe nO TexHUKe NOKasaTenBCTBI 
H3IOKEHHE Psy IbTATOR HeWMaHa, NONOAKAA HX HEKOTOPHIMH 3aMe4aHHSMH, H yKasaHneM 
PasHbix NPHMeHEHHH. 


DIE OSKULIERENDEN RIEMANNSCHEN RAUME 
REGULARER CARTANSCHER RAUME 


Von 
ARTHUR MOOR (Debrecen) 
(Vorgelegt von O. Varaa) 


Einleitung 


Die oskulierenden Raume vereinfachen meistens die geometrische Struk- 
tur der allgemeinen Raume. Im Finslerschen Raum, sowie in der allgemeinen 
affinzusammenhangenden Mannigfaltigkeit von Linienelementen stimmt das 
invariante Differential eines Vektors '(x, x) langs einer Folge von Linienele- 
menten mit demjenigen invarianten Differential von & iiberein, das von dem 
langs der Folge der Linienelemente oskulierenden Raum bestimmt wird.' 
Ebenso kann behauptet werden, da die Riemannschen Kriimmungstensoren 
langs der Folge von Linienelementen iibereinstimmen, allerdings wenn noch 
in den Raumen eine vom Wege unabhangige Paralleliibertragung der Linien- 
elemente existiert. 

Im folgenden werden wir zeigen, daB ein oskulierender Riemannscher 
Raum auch in den regularen Cartanschen Réumen konstruiert- werden kann, 


was die Struktur des Raumes ebenso vereinfacht, wie im Falle der Linien- 


elementraume. Statt der geodatischen Linien werden wir jetzt zur Konstruk- 
tion die geodatischen Hyperflachen, also die Hyperebenen anwenden. 

Es scheint uns, daB die Hyperebenen in den Cartanschen Raumen mehr 
fiir Fundamentalgebilde betrachtet werden kénnen, als die geodatischen Linien. 
Allerdings existieren nicht immer zu allen Stellungen Hyperebenen. Es gibt 
zu jeder Stellung nur dann eine Hyperebene, wenn 


(0. 1) Regie Riejel” = 0 
besteht.2 Wir wollen annehmen, da diese Sue in den von uns behan- 
delten Raumen immer besteht. 

Im § 1 stellen wir die Fundamentalbegriffe und Fundamentaltensoren 
jer Cartanschen Raume zusammen. Wir werden aber nur diejenigen Funda- 
nentalgroBen angeben, die hier beniitzt werden.” Im § 2 geben wir die Kon- 


1 Vgi. [2] und [3]. Literaturverzeichnis am Ende dieser Arbeit. 
2 Vegi. [1], Nr. 29 
3 Fiir eine vollstandige Entwicklung der Theorie der Cartanschen Rdume vel. [i]. 
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struktion des oskulierenden Riemannschen Raumes an. Im § 3 wollen wit 
einige Anwendungen des oskulierenden Riemannschen Raumes_ besprechen. 
Wir zeigen in diesem §, daSi mit Hilfe des oskulierenden Riemannschen 
Raumes das invariante Differential eines Vektors im Cartanschen Raum ebenso 
eingefiihrt werden kann, wie bei den Finslerschen Raumen, d. h. sich im 
wesentlichen durch die Bestimmung des invarianten Differentials im Riemann- 
schen Raum bestimmen la48t. Auch stimmen die Riemannschen Kriimmungs- 
tensoren des Cartanschen und des oskulierenden Riemannschen Raumes langs 
einer Mannigfaltigkeit von Hyperflachenelementen iiberein. 


§ 1. FundamentalgréBen der regularen Cartanschen Raume 


Ein Cartanscher Raum ist eine Mannigfaltigkeit der Hyperflachenelemente 


(x, 0) == (x2 at vats eas te 
in der das Oberflachenelement durch die Funktion 
do—F@ ge.dxe dx | 


angegeben ist. Die in der Formel des Oberflachenelementes dO vorkommende 
Funktion: F(x, u) ist die Grundfunktion des Cartanschen Raumes. Sie ist in 
den wu; positiv homogen von erster Dimension. . 

Ein Cartanscher Raum ist von (2a—1) Dimension, denn bei den a, 
kommt nur ihr Verhdltnis in Betracht. Die uv; kann man also immer mit einem 
willktrlichen Faktor ¢ multiplizieren ; (x*, gu;) bestimmt dasselbe Hyperflachen- 
element wie (x*, u;). 

Bei einer Koordinatentransformation 

ek tO 

— die wir als umkehrbar und eindeutig voraussetzten — transformieren sich 
die u; wie kovariante Vektordichten vom Gewicht —1. Die u; bestimmen die 
Normalenrichtumg: des Hyperflachenelementes (x‘, u,). 

Alle FundamentalgréBen eines Cartanschen Raumes sind durch die 


Grundfunktion F(x,u) bestimmt. Insbesondere ist die Oberflache O einer 
Hyperflache 


(1. 1) x' = x'(y*) (2 =1,...,2— 
durch das Integral 
O=| F(x, p)du'...du™' 
(»-1) 
definiert, wo die p; durch die Formel 


(1.2) Peer PP Fr: r—=1,...,(/—1),@+1),....0 
. dv" | o=1,2,...,(a—1) 
bestimmt sind. Die Hyperflache (1.1) ist die Mannigfaltigkeit der -(n—1) 
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parametrigen Schar der Hyperflachenelemente [x'(v* )] » i si i 
, Pi{v*)}; dabei sind 
pi(v") durch (1. 2) festgelegt. apse) ie 
Aus der Fundamentalfunktion F(x, 1) kann man den metrischen Grund— 
tensor g* durch die Formel 


ci 2 . 
(1.3) g*(x,u)—a et CAF) 
M Ou; 0 Uy, 
mit 
a2 2 
a = det | e 7 
| 2 @uU;AU, 


bestimmen. Wie gew6hnlich, kann man zu den kontravarianten Komponenten 
des metrischen Grundtensors g die kovarianten Komponenten g;, durch die 
Gleichungen 

\l, wenn (=—yJ, 
~ 10, wenn i-+ / 
bestimmen, und dann mit Hilfe von g”, bzw. gj, die Indizes der Tensoren 
herauf- oder herabziehen. 

Der Normaleinheitsvektor des Hyperflachenelementes (x, u) hat die kova- 

rianten Komponenten : 


eS "Dix a 6; 


(1.4) fuels wy pa dwt 
F Vg Bu; 
wo 
, g = det |g: 
bedeutet. 


Die Torsion des Raumes ist durch den Torsionstensor 
a ‘i 
(1.5) ; apeal ——— oR: = ih Ci 
, ¥. /g au, Vg 
bestimmt. Fiir den Torsionstensor’ besteht die fiir das Spatere wichtige Rela- 
tion: . 


(1.6) , ASU = APG HLA’, 
wo 
; a (a 
1.7 ; Ade P|] 
(1.7) | TNT 
bedeutet.* Wenn der Operator ||f — angewandt auf eine Funktion f-. 
,_F af : 
q f|| le ou, 
bedeutet, dann kann (1.7) auch in der Form 


Ah 


a) ae) 


4 Da wegen (1.5) A”,*—=A;"" besteht, soll A det a™* gesetzt werden. 
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dargestellt werden. Da gj, in den u; von nulltem Grade homogen ist, erhalt 
man aus den Gleichungen (1.5) und (1. 7) 
(1.8) Ag hy = A", =0. 

Im folgenden beschranken wir uns auf regulare Cartansche Raume, die 
dadurch ausgezeichnet sind, da8 der Tensor 
(1. 9) Hi=0,+ A‘A,' 
oder, was dasselbe ist, | 

H” = gt" af ASAY 


den Rang n hat. Das zu H, inverse System pflegt man mit K;, zu bezeichnen. 
Es bestehen die Relationen 


(1. 10) | Hi Ky =H, Ke = dn. 
Das invariante Differential eines Vektors =(x, i) langs einer Kurve 
x! == x"(t) 
ist durch 


Deve doer re gy UX 
(1. 11) ion 
definiert. Dabei ist im Cartanschen Raum dem Punkt x‘(t) dasjenige Hyper-— 
flachenelement u;(t) zugeordnet, das von der Kurve senkrecht durchsetzt wird. 
Selbstverstandlich gibt die Formel (1.11) das invariante Differential eines 
Vektors © auch langs einer Folge der Hyperflachenelemente 


xi = xi (t), u; = u,(t) 
an. Die GréBe C;" ist durch die Formel | > 
(1. 12) Ci" = 8" Cy = a Aj 


festgelegt. Fir die Bestimmung der J", aus der Grundfunktion verweisen wir 
auf die Arbeit von L. BERWALD." 


Wir geben noch folgende Zusammenhdnge an: 


(1. 13) oe Tot, 
(iets?) Pith = Gin + Aas Dj —Ajx Doct; 
wo 


lat 0 Xt OR OL jx 
Gyr 2 (oe ta seas ax Es | 


ist. Der Index ,o“ bedeutet eine Uberschiebung mit dem Einheitsvektor. Wir 
werden noch die Grdfen /°%,, benutzen, die durch 


(re 14) “n= Por— Ay: P sox 


’ Vgl. [1], § 1, S. 193—207. 
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definiert sind. Wegen (1.14) und (1. 13*) folgt sofort die Formel 
rT..13) Vin = Gijn + Ail Pout + Aj’ Pi — Age ‘Aaj 
Wir bendtigen noch den Kriimmungstensor 
OTe teen ape ee Le 


Gk: 16) R? mm —— axm +17; Pal / fore ~ Bee hes wel Peet mi 


A) 


+ hf ee OS ae mi tk 
und den Tensor 
(1. 17) Risin == iia 2 Dey — ts 


Ox! 


Sf ak ee ref 


Die folgenden Man rath beziehen sich ausschlieBlich auf reguladre 
Cartansche Raume. 


§ 2. Konstruktion des oskulierenden Riemannschen Raumes 


_Es sei eine einparametrige Mannigfaltigkeit von Hyperflachenelementen 
(2. 1a) ear 
(2. 1b) = u;(v) 
gegeben. Wir setzen voraus, daB die in (2.1) auftretenden Funttionen hin- 
reichend oft stetig differenzierbar sind. Durch jedes Hyperflachenelement aus 
(2.1) legen wir eine Hyperebene 
(2. 2a) comes an (PT sae, $")), 
(2. 2b) PrAPAE (12) (OO. 2 OP), (Ratha welt) 
hindurch, wo die (x‘(¢*), p:(x(1*))) das zu den Parameterwerten 1’, f’,...,¢-! 
gehdrige Hyperflachenelement der Hyperebene (2. 2a) bedeuten. Eine Hyper- 
ebene ist dabei in dem von uns betrachteten Falle, in dem 
Ris = =—a 0 
besteht,° ach Meare eines Hyperflachenelementes eindeutig durch das System 
a°x' rv. OG OE WS ha. ax 


jk 


atats.. “tudfeet.. . (eg). of 


von partiellen Differentialgleichungen bestimmt.’ Die p,(¢*) in der ae 
(2. 2b) sind durch (1. 2) bestimmt, nur sind jetzt die Parameter mit 7, f°, ... 1"! 


bezeichnet. 


6 Vgl. die Einleitung, insbesondere (0. 1). : 
7 Vgl. [1], S. 236, Formel (29.6) und (29. 7). Fiir 4 vgl. FuBnote 1. 
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Wir beschranken uns im folgenden auf einen Bereich %, der in einer 
solchen Umgebung der Kurve (2. 1a) liegt, in der die Hyperebenen den Raum 
schlicht bedecken. Mit diesem Verfahren haben wir erreicht, da8 jedem Punkt 
x’ von % eindeutig ein Hyperflachenelement zugeordnet ist. Es ist also — 


(2. 3a) Dr PAX (eee 

Wir wahlen den Parameter v in (2.1) gleich so, daB 
(2. 3b) ui (v) = p(x! (v), x*(v),..., x*(v)) 
bestehe. 


Wir definieren jetzt einen langs (2. 1) oskulierenden Riemannschen Raum. | 
Das geschieht durch die Angabe des metrischen Grundtensors 7;,(x) des osku- 
lierenden Raumes. Es ist 


(2. 4a) r(x) = "(x ux) (u(x) = p;(x)), 
(2. 4b) Vir (X) = Bix(X, u(x). 
Offensichtlich ist der Tensor +(x) in B definiert; ebenso ist der normale 
Einheitsvektor /; wegen (2.3a) und wegen (1.4) in & als ein vom Orte 
abhangiger Vektor festgelegt. 
Wahlen wir einen Punkt x’ aus 3, und einen Punkt x‘(v) aus (2. 1a), 
so dab ; 
(2. 5) |xi—x'(v)|<e (v fest) 
bestehe, wo « eine beliebig klein vorgebbare Gréfe ist. 

Wir treffen nun folgende Annahme : 

Der Vektor 1;(x) soll im Riemannschen Raum in den beiden Punkten 
x’ und x'(v) parallel sein, wenn Grégen hoherer als erster Ordnung in & ver— 
nachlassigt werden. , 

Die anschauliche Bedeutung von unserer Annahme betreffs des Vektors 
I(x) ist die folgende: liegen die Mittelpunkte x‘ der Hyperflachenelemente 
von (2. 3a) in einer schmalen Umgebung von (2. 1a), so sind die normalen 
Einheitsvektoren dieser Hyperflachenelemente im oskulierenden Riemannschen 
Raum in erster Anndherung parallel. 

Wir legen nun durch die Punkte x‘(v), x‘ eine Kurve 


=x(r) (O8t=)), 
. x'(0) = x*(v), x(1) =x! 
hindurch. Fiir jeden ihrer Punkte x'(r) soll (2.5) bestehen. Eine Kurve, die — 


die genannten Punkte enthalt und eine sehr einfache Parameterdarstellung hat, 
ist die folgende: 


(2. 6) 


as x! = x'(v) + 1 (x'—x'(v)) (uv fest, O=7r=1). 
Nach unserer Annahme soll der Vektor /,(x) langs der Kurve 
x’ == x!(t) 
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im Riemannschen Raum parallel sein. Das ergibt die Gleichung 


(2! ® ae se 
Ox a d 


= . e 8 . ° : 
wo die f;, die aus yi gebildeten Christoffelklammern bedeuten. Man erhalt 
aus diesen Gleichungen in Hinblick auf (2. 6) 


[; (e), 
(2. 7) i —Ii,l, (x* —x"(v)) =0. 
él; ©, ; 
‘Die GréBen /;, mtx I, sollen in (2.7) alle langs (2.6) gebildet wer- 


den. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung bekommt man aber 
z. B. fiir [.: 


L5(x*(v) + T(X'—x'(v))) = L(x"(v)) + 1" ; oe 8 


und ebenso fiir die anderen Gréfien. Wenn alle diese Werte in (2.7) hinein- 
gesetzt werden, und wir die Glieder hohérer Ordnung in ¢ vernachlassigen, 
dann werden wir eine Gleichung von der Form (2.7) erhalten, in der aber 


die Grédfen /;, ats langs x/(v)(v fest) zu bilden sind. Beachten wir jetzt 
die Willkiirlichkeit “des Punktes x‘, so folgt aus (2. 7) die Gleichung 


(2 8) Ol (e) 


—Ti,1l,=0 
0X, 
langs (2. 1a). 
_ Substituieren wir nun die Werte von /; aus der Gleichung (1.4) in 
(2. 8), so erhalt man, daB langs (2. 1a) 


Ou; ak es ae 
(2. 9) extn Vie —fr Ui 
besteht, mit iF 
7 . 1& 
B é log F 
CE. aa X” bees 


Nun sollen die i. mit den Grdfen des Cartanschen Raumes aus- 
-gedriickt werden, was wir jetzt durchftihren wollen. 
Nach (2. 4b) und (1.5) wird 


(ye Vg ae Olle 3s. OUs s OUs 
(2. 10) Dix = Gint 18 ( Ay axt + Aj ax — Aix au , 
wo 
1 (6gis_, Ox Es) 
Gin = +(% tox ax ax 


8 Die Argumente von a sind: x'(v) + 9c(x'—x' (v)) (0< $<). 
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bedeutet. Nach (1.6) wird aus (2. 9) 


(2.11) Oe — Gan + AT Mats e) A » OU, Aces: 


— _ 
x Vg ax® i 


Uberschieben wir nun diese Gleichung mit /*, und dann mit A*, so be-— 
kommen wir wegen (1. 6) und oe 8) 


ous PS oe 
(2. 12a) ; ax = Gsoo+A™ —fous, 
Ou; r OU, r OU, 
(2. 12b) apes —pa Gon +h AA’ —A’ An 5 P. 


Im letzten Glied von (2.12b) kénnen wir rad durch den: Wert von 
(2. 12a) ersetzen. Bei Beachtung vor (1.8) bekommt man nach (1. 9) 
A FE $s 8 in 
= —(A Gsoxr —A As ireat 
Vg . 
Uberschieben wir nun diese Gleichung mit Kt und dann mit (d+ /,4'), so 
wird wegen (1.10) und auf Grund der Identitat 


(2. 13) (Hi — LA’) 


. l, ; = a= i 
nach (2. 13) 
(2. 14a) Our 4 FAO LA Wa CR as 
ax? Ve 'p Pp t roh rh soo )}+ 
Wegen (2.12a) bekommt man 
0Us 

(2; 14b) axk i ~FGme + A (J; + I, AK? (Gron— Amn” ‘poo) } —Jolls. 

Jetzt sind wir imstande, die explizite Form von — zu bestia aa 
Dazu miissen wir nur die Grdfen oe A’ und as aus (2.14b) in die 


Gleichung (2.11) einsetzen. Nach einer reat aint: erhalt man 


a 
xk = 75 (Guha  Grometicl A. Gtio + 


(2. 15) | 
ira Bi + 21bA' — Aue’) Ki (Groo + A” Gyor)} —ficlls. 


Die explizite Form der GréBen Tsx hat BERWALD ({1], Gleichung (7. 16)) 
bestimmt. Wenn wir daraus 7°*, unter Anwendung der Gleichungen CG 8), 
A’ Ang =H —9, 

und (1. 10) berechnen, dann kann- leicht gezeigt werden, da nach (2. 15) 


dus Fr 
(2.16) at gla fite 
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langs (2. 1a) besteht. Aus der Gleichung (1. 13) folgt nun auf Grund von (1.6) 
dus 92 
(2. 17) axk —— Vg (Laon i le lel Wes ee A 
| Substituiert man diese Gréfen in die Gleichung (2. 10), so bekommt man die 
fiir den oskulierenden Riemannschen Raum sehr charakteristische Identitit: 


(0) 
(2. 18) Pin (X) = Din (X, u(x), 
die langs (2.1) giiltig ist. 
In den Formeln (2. 16) und (2.17) steht ein Glied von der Form 


hyus, 
die in (2.16) 
d log Vg 
Nn = fi = a 
ax* 
und in (2. 17) 

0 log lg 
hy = A‘ Tox — ae 


_ bedeutet. Das Glied, ,u, besa schon in der Formel (2.18) keine besondere 
Rolle, und wird auch im folgenden keine Bedeutung haben. Fiir die Funk- 
_tionen die in uw, homogen von nullter Dimension sind, besteht namlich die 
Eulersche Relation: 
aw 
OUus 
die Glieder A,u, werden im folgenden immer in derartigen Relationen vor- 
kommen, fiir die die Eulersche Relation giiltig ist. Das bedeutet im wesent- 
lichen, daB 
; Lox = Pox tls At L tox 


in den Formeln mit J’. gleichberechtigt ist. 


ii 0; 


§ 3. Anwendungen des oskulierenden Riemannschen Raumes 


Wir beweisen den Satz: 

Satz I. Das invariante Differential eines lings einer Folge von Hyper- 
fldchenelementen 
(3. 1) xi=xi(t), u—ui(b) 
definiérten Vektors &(x,u) im Cartanschen Raum ist mit dem invarianten 
Differential des Vektors &(x, u(x)) im ldngs (3. 1) oskulierenden Riemannschen 
Raum identisch. 


5 
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Bewels. Wir bilden das invariante Differential des Vektors §'(x, u) fiir 
den langs (3. 1) oskulierenden Riemannschen Raum. Es wird 
PS ee 


ee dt. dhe 

Dabei ist wegen (2. 4a) langs (2. 1)’ x 
(e). _ (oe) : Y 

(3. 3) Pie(x) = 7" Dime = 8" (x, U(x) Cie 


Nach der Forme! (2. 3b) wird langs (2.1) die Gleichung 
du, dx* dus 
Se ax dt dt 


(oe). A : 1 : 
bestehen. Setzt man den Wert von /% aus (3.3) und (2.10) in die Relation 


(3. 2) ein, dann wird wegen (3.4) das invariante Differential von ¢ die Form 


ae dé! Vg is ; dus i pp Ax* 
haben, wo auf Grund der Gleichung (2. 17) 


T= es 
Ty =— GirntArk D's; —Aje Dsor 
ist. Man kann sofort feststellen, daB diese beiden letzten Gleichungen mit 
(1. 13) und (1. 13") iibereinstimmen. Beachten wir noch (1. 12), so kann sofort 
verifiziert werden, da (3.5) mit (1.11) iibereinstimmt, w. z. b. w. 

Der Gedanke ist naheliegend, daf auf Grund dieses Satzes das invariante 
Differential in die Cartanschen Raume ebenso eingefiihrt werden kann, wie 
dies im Finslerschen Raum von O. VARGA” durchgefiihrt wurde. Im Cartan- 
schen Raum ist aber die Anwendung dieses Verfahrens mit weiteren 
Schwierigkeiten verkniipft. Bei der Konstruktion des oskulierenden Riemann- 
schen Raumes haben wir namlich die Hyperebenen benutzt, und das bedingt 
schon die Existenz des Parallelismus der Hyperflachenelemente, also die 
Existenz des invarianten Differentials. 

Bedenken wir aber, da& man in den Cartanschen Raumen die Hyper- 
ebenen auch durch gewisse Differentialgleichungen charakterisieren kann, 
dann werden wir auch diese Schwierigkeiten beseitigen kénnen. 


Die charakteristischen Differentialgleichungen der Hyperebenen sind die 
folgenden :” 


\ 


a ‘gt eg 
(3. 6a) oN eR ee 

dv7avut | Gur avt Ot\ ave’ : 

A) fé *; 5 OXE : 

(3. 6b) pa 2 = Picea . 

ave + Ext ave 2, 

3 Setzt man in der Gleichung (3.1) tv, dann bekommt man offenbar die Gleichung 

(251% ee (3.1) ist also im wesentlichen mit der Folge (2. 1) identisch. d 

gl. [3]. 


1 Vel. [1], Gleichungen (29. 6) und (29. 7). 
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wo die /' durch 

1 0F(x, p) 

Vg 0 pi 

und die p,; durch (1.2) bestimmt sind. Die Grigen I, sind dabei aus der 
Grundfunktion F in der von L. BERWALD angegebenen Weise ableitbar” und die 


[i — 


bedeuten die zu den gag gehdrigen Christoffelsymbole 2-ter Art. Dabei 


Q 
OT 
sind die ge die durch 


Ox Ox 

Lap Sa Av av A ah 
_bestimmten Flachenkomponenten des Fundamentaltensors.. Damit die Kon- 
struktion des oskulierenden Riemannschen Raumes durchfiihrbar sei, miissen 
_wir fordern, da durch ein Hyperflachenelement des Raumes eben eine Lésung 


Hae TU, on, UO) 


der Gleichungen (3. 6a) und (3. 6b) hindurchgeht, d. h. diese Gleichungen 
-_vollstandig integrabel sind. Dies bedeutet, da& Rij.—O und Begys—= Repys 
_ besteht.” 

Jetzt 1aBt sich auf Grund des Satzes I.das invariante Differential in die 
Cartanschen Raéume mit Hilfe des oskulierenden Riemannschen Raumes ebenso 
_einfiihren, wie dies in den Finslerschen Raumen schon durchgefiihrt wurde. 

-Nachher kann selbstverstaindlich sofort gezeigt werden, daS die Gleichungen 
(3. 6a) und (3.6b) geometrisch den Parallelismus der Hyperflachenelemente 
_bedeuten. 

Wir stellen jetzt den Zusammenhang zwischen dem Riemannschen 
’ -Kriimmungstensor des Cartafischen und dem des oskulierenden Riemannschen 
-Raumes fest. 

: Wir werden dazu die Gleichung (2. 10) umformen. Wegen der Gleichung 
(. 4) wird man auf Grund der Identitaten (1. 8) aus (2. 10) die Gleichung 


(@) 8 ol, 8 al, A s Ol, 


Li = Gi + A axk axt — Lhik axi 


‘erhalten. Wir bemerken, daB diese Gleichung im ganzen Bereich & giiltig 
ist. Wenn wir hiernach diese Gleichung nach x’ differentieren, und die 
Homogenitat nullten Grades der Grdfen in den u;, weiter die Gleichungen 


¥ 4), (2. ¥ und (2.18) beachten, so wird: 


(3.7) ali ee eSiB + Tbr + Ag (skD + An’ (sil) — An’ (s/D, 


12 Vgl. [1], Gleichung (7. 16). 


13 Vgl. [1], S. 236. 
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wo 
el, OF va 
(3. Ta) (Sil) = eae pyr Even LE 


bedeutet. Die Gleichung (3.7) besteht schon nur langs der angegebenen 
Folge (2.1) von Hyperflachenelementen, da die bei der Berechnung der 
Relation (3. 7) beniitzte Formel (2.8) nur langs (2. 1) giiltig ist. 

Der Kriimmungstensor des Riemannschen Raumes ist durch die Formel 


(0) (9) 
(e) OL sx ign , & @ (), () 
ijkl —= Be . = = Ti Dja— Vx Un 


festgelegt. Nach den Gleichungen (2.18) und (3.7) bekommt man aus dieser 
Gleichung ; 


(o) 


(3. 8) Rin = Rijn + Ryu, 
wo Rj den Kriimmungstensor des Cartanschen Raumes und Rij den Tensor 
(3. 9) Rina = Aju’ (il) — Aix’ (Sj) — [Aw (sik) — Ar (S/)] 


bedeutet, denn es ist 4 
(skl) —(slk) = Reo = 0. 
Diese Gleichung folgt sofort aus (3. 7a), wenn wir noch die Relation 
(3. 10) Reor as (0; +1,A’) Rrou 
und unsere Annahme (0. 1) beachten.* 
Der Tensor Ri. bestimmt die Abweichung des Kriimmungstensors des 


oskulierenden Riemannschen Raumes von dem des Cartanschen Raumes. Aus 
(3.8) folgt der 


Satz Il. Verschwindet ldngs der Hyperfldchenelementfolge ae der 
AOS RUE StU Ria, so wird léings (2.1) der Riemannsche Kriimmungstensor 
Q os 
Rij mit dem Kriimmungstensor Rij des Cartanschen Raumes iibereinstimmen. 

Wir werden jetzt einen expliziten Fall angeben, in dem 

Ria = 0 
in dem ganzen Bereich B besteht. Dazu schreiben wir die Gleichung (2. 8) 
auf Grund von (2.18). in der Form 


als : 
(3. 11) xk LK I(x)) =0. 
Wegen der Homogenitat nullten Grades ist offenbar I%,.(x,u) = s(x, 0). 
Wir fordern nun, daf die Relation (3.11) im ganzen Bereich % giiltig sei. 


Das kénnen wir immer erreichen, denn die Integrabilitatsbedingung von 


4 Die Relation (3. 10) folgt unmittelbar aus der Formel (12. 12) des Aufsatzes von 
L. Berwap [1], wenn wir die Gleichung (12. 12) mit (07-1 1,4’) tiberschieben. 
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(3. 11) ist 
Reo a 0, 
und dieser Tensor verschwindet identisch nach (0.1) und (3. 10) im ganzen 
Cartanschen Raum. 
Es wird somit (3. 11) fiir den Lésungsvektor I(x) eine Identitat, von der 
wir nach Ableitung nach x! in Hinsicht auf (1.4) 
(sk) =0 


erhalten; dann. wird aber nach (3.9) der Tensor R%,. verschwinden. Es ist 
zweckmafig in diesem Falle statt der Folge (2.1) von Hyperflachenelementen 
eine Folge der Einheitsvektoren 


(3. 12a) x! == x*(v), 
(3. 12b) I; = 1:(x(v)) 
zu wahlen, wo /;(x) eine Lésung der Gleichung (3.11) ist. 
Die Resultate kénnen wir im folgenden Satz zusammenfassen: 


Satz Ill. Besteht die Gleichung (3.11) im Raum identisch, dann kann 
_man immer die Folge der Vektoren (3.12) in der Weise angeben, dap der 
Abweichungstensor Rj. verschwinde. 


(Eingegangen am 4. Januar 1954.) 
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COMPUKACAIOLUMECA PMMAHOBbI TIPOCTPAHCTBA PEIYJIAPHbIX 
KAPTAHOBbIX IIPOCTPAHCTB 


A. MOOP (/Je6peuen) 


(Pe310 Me) 


B xkapraHoBoM npoctpaHctse yepes KaKAyHO M3 THNepNoOBepXHOCTeH MOCmeAOBAaTeb- 
HocTw (2.1) anemeHTOB rumepmoBepxHOCTeH pacnOnaraeTca runepnaocKocts. Ecau Takum 
o6pa30m nomyyaeTcaA OMHOCHOMHOe MOKPbITHe HeEKOTOPOK OGnacTH B, TO KaxKAOM TOUKe xX 
o6nactHh B MO*KHO CONOCTABIATh SAeCMCHT runepnoBepxHocTH uw,(x). TeH30p 

Viz (X) = Bin (X, U(x)) 
onpefenneT MeTpnyecknii cbyHfamMeHTanbHbIt TeH3Op COnpuKacatoMleroca pHMaHOBa Mpo- 
CTpaHCcTBa. 

AoKkaapipaeTca, 4TO MHBapHaHTHbI Auddepenuwan KapTaHOBa NpOCcTpaHcTBa u COnpH- 
KaCarouleroOca PHMaHOBa NPOCTpaHcTBa COBNafaroT BoOMb (2.1). Ypasyenne (3.8) sanaer 
OBASb M@XKAy TEH3OPaMH KPMBH3HbI ABYX MpPOCTpaHCrTs, 


UBER GRUPPEN VON AFFINITATEN UND BEWEGUNGEN 
IN FINSLERSCHEN RAUMEN 


Von 
GY. SOOS (Debrecen) 
(Vorgelegt von O. Varca) 


1. Einleitung 


In vorliegender Arbeit definieren wir fiir eine affinzusammenhangende 
Mannigfaltigkeit von Linienelementen. den Begriff der Affinitat. Wir geben 
ferner — gestiitzt auf den Begriff der Lieschen Ableitung eines geometrischen 
Objektes — notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz 
einer Gruppe von Affinitaten an. Fiir den Fall einer allgemeinen  affin- 
‘zusammenhangenden Punktmannigfaltigkeit im Sinne yon BERWALD—DOUGLAS 
ist die entsprechende Fragestellung in mehreren Arbeiten von M. S. KNEBEL- 
“MANN behandelt worden. Unsere Arbeit stellt aber nicht nur eine Verallge- 
meinerung der Knebelmannschen Untersuchungen dar, denn wir lésen dariiber 
hinausgehend noch folgendes Problem: Welche sind die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafiir, daB eine Gruppe von Affinitaéten eines 
Finslerschen Raumes eine Bewegungsgruppe gestattet? 


2. Mannigfaltigkeiten von Linienelementen. 
Transformationsgruppen 


Sind x* (kK=1,...,) die Koordinaten eines Punktes und wird eine 
Richtung durch diesen Punkt durch das Verhdltnis der Parameter 
vo (k =1,..., n) charakterisiert, so ist ein Linienelement der (2n—1)-dimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit durch (x*, x") bestimmt. Bei Koordinatentransforma- 
tionen andern sich die Bestimmungsstiicke des Linienelements nach den 


Formeln 


Es sei nun eine Transformationsschar x' = /‘(x',...,%"; a',..., a"), kurz 
x' — f' (x; a) gegeben, die eine r-parametrige kontinuierliche Gruppe bildet. 
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Wir zeigen, daB in diesem Falle die Transformationen 


of'(X5 @) 


Ox! 


(2.1) x TO) eae 


in den 2n Grofen x*, v* auch ete r-parametrige Gruppe bilden. Es geniigt 
die Gruppeneigenschaft fiir die «* nachzuweisen. 


Nach Voraussetzung gehdrt zu je zwei Wertssystemen (a’,..., Ce und 
qa) 2 

(a',...,a’), kurz (a,) und (a), ein drittes Wertssystem a’ — (a, a.) der 
(2) (2) 
Parameter derart, dai die Geichungen 
(2. 2) F'(F(X5 @1)3 2) = f'(X; GG, &)) 
in den x und a identisch bestehen. 

Wir differenzieren (2.2) nach x": 


Of'(X; a) afi(xia) _ _df*(X;5 a) 


ox! ax* ax* 


und multiplizieren auf beiden Seiten mit +*. Man erhalt 
afi@a) ofi(xsa) , ofa) | 
ax) a Dade ih gs eX 
oder 


ee OFX; a) a) ~ Pa de tH as) 
ax! “a yee : 
wodurch die Gruppeneigenschaft nachgewiesen ist. ‘ 


Ist speziell a, das Wertssystem, zu dem die Identitat gehdrt, d. h. 
= f(x} a), 
so sieht man leicht ein, da} dasselbe Wertssystem der Parameter auch die 


v' in sich iiberfiihrt. Ahnliches ist richtig, wenn es sich um das Wertssysterg 
a handelt; das die inverse Transformation liefert. 


Aus der Theorie der Lieschen Gruppen ist es bekannt, dai falls die 
Schar (2.2) eine Gruppe bildet, die x‘ den Differentialgleichungen 


2.3 OX. 0) (XU) eer Pe 
(2. 3) oe jg = $a (X)Aa(a) (a,a—=1,...,n) 


geniigen. Ahnliche Differentialgleichungen kann man fiir die o* aufstelien, Es 
ist namlich 


oss PF (x5 a) pa of! (x; a) 
da® 0x) da® = 0a* 


Nach (2. 3) ist 


wer 5 TEL (x) ae v A¢(a) = Esler 


eat Oxs vo AG (a) 
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oder kurz 

3 Bea yesige te <i read eh ee” Oe as 

(2. 4) T= n(% DAL), nil, 5) =— 2) ze, 

Im Falle der Existenz einer Gruppe in den x, » (erweiterte Gruppe), erweisen 


sich die Gleichungen (2. 3) ‘und (2. 4) volistandig integrierbar. Daher gelten 
aufer den Gleichungen 


actiy Sid Kg 4 
Se a xi 30 a = CabSe 
auch die Gleichungen 
. oni . On! ae en oe 
eee ae ee 


mit denselben Konstanten c;,. Diese Konstanten heigen die Zusammenset-- 
zungskonstanten. der Gruppe. 
Das Liesche Symbol der erweiterten Gruppe wird 


Xa X, VU) = Sa ; ; a E, == Na ; 
(1) I zy) é Ox' = 0x? id du’ ~- @ ine! 


Es ist leicht nachzuweisen, daB der Poissonsche Klammerausdruck der 
Symbole X.f und X,f sich linear aus den X,f kombinieren laBt: 
(a) (1) () 


(Xa; Xo) f= CarXe f. 
@) @) () 
Einen Skalar F(x, v) nennt man eine absolute Invariante einer r-paramet- 
-rigen erweiterten Gruppe, falls jedes Symbol der Gruppe auf die Funktion F 


-angewandt, verschwindet, d. h. 
| X.F(x, v) =0 (ft igne 
(e8) 


3. Affinzusammenhangende Mannigfaltigkeit von Linienelementen 


Die in § 2 betrachtete Mannigfaltigkeit von Linienelementen heift affin-- 
zusammenhangend, wenn fiir sie GréBen Ix, Cj, definiert sind, die bei einer 
Koordinatentransformation dem Transformationsgesetz 


7 OX SOX OX ex nO 


Ln Tt aya aa OR Ox ORION’ 
ai ap OK OX ied x 
Cx = be ae cay 
Ox* ox’ dx 


geniigen, in den v* von (—1)-ter Ordnung bzw. nullter Ordnung homogen: 
sind, und die Relationen 
Cir v! aa Civ’ — 0, Dye a Ug 


befriedigen. (Siehe O. VARGA [1].) 
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Von den Kriimmungstensoren des Raumes bendtigen wir bloB den 
Hauptkriimmungstensor : 


* eae mae a zt St (Upacs Drm —Ttezt Don) 0" Dee Dien ine Des 
Cc 


(Hier und im folgenden bedeutet das Zeichen , ;“ partielle Ableitung nach v. 
Dieser Tensor geniigt den Relationen: 


(3. 1) | Tin + Ta; + Tix = 0, 
(3.2), Tiny t+ Tani + Tinian + (Uji m Tom + Dnzm Toe + Djtzm Font)” =O. 
In unseren Betrachtungen bendtigen wir oft die folgende Vertauschun 
formel : 
(3. 3) Heo 3 — Heo 512 = >. Hey PP el ae 
no. Eines @._1™ “531-6, Ta, x; — Ha)? Tang? 
(3. 4) Hd 5 mt — HF 1, m= He 5 Vat + Ad pm — Hi Drip 


4. Infinitesimale Transformation. Die Liesche Ableitung 
eines geometrischen Objektes 


Unter einer infinitesimalen Transformation der Mannigfaltigkeit 
Linienelementen mit den Zusammenhangsobjekten 7; und C wird die Tran 
formation 
‘ x= x+ Edt, (F = C(x) 

(4. 0) oo ae 
v =¢ ta vdt 


verstanden, wobei df einen infinitesimalen Parameter bedeutet. Beziigli 
dieser infinitesimalen Transformation definieren wir die Liesche Ableitu 
eines beliebigen geometrischen Objektes, wie iiblich, folgenderweise : 


42 — lim Q(x, 2) Q(X, 2) 
ét+0 ot 


Wir stellen das Ergebnis dieses Operators angewandt auf einige Te 
Soren und die wichtigsten Vertauschungstegeln zusammen: 


AL (x, v) =XL(, tr) =LpP+L,Fav', 
4 =—0, 4?—0, . 
AR = iE 4-8 Bit ee 
Ad; = hindi; Fev +S. 


ee 


ete dm 
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Fiir einen beliebigen Tensor ist 

4 k ( r Aner m ant 

(4. 1) AH)” = Hea nt Hie 2 Seo’ — DH Bs_4 eit Pp gfe 
. (p) 

= a Ha, en, MBs 11+. Gq Bak 


(4. 2) Alf +E Tia, 
4.3) 9 A(H})—(4H) w= HATS — HAT — HE AT, 


(4. 4) A(H;:,)—(4H}),, = 0. 


Der Operator 4 ordnet einem beliebigen Tensor einen anderen Tensor 
vom gleichen Typus zu. Speziell wird 47; auch ein Tensor. Der Operator 


4 und die kovariante Ableitung sind dann und nur dann vertauschbar, falls 
413; =0 ist. 


5. Affine Transformationen 


_ Eine infinitesimale Transformation heift affin, falls sie den Zusammen- 
hang des Raumes unverandert 14Bt. Dafiir ist notwendig und hinreichend, dab. 

glich der infinitesimalen Transformation 

yi on a = ae ag J 
X<=—x+Fdt, f—v +55 ot 
fiir die Zusammenhangsobjekte die Relationen 
| Ty.(%, 8) = Te, %), CuK, = Cr, D) 
bestehen. Beniitzen wir Liesche Ableitungen, so bedeutet dies 
5. 1) 4 =0, (5.2) ACO. 
_In ausfiihrlicherer Form: 
AT =Eijin + TpsrSiev” + Tin’ = 0, 
ACh = eS te Cresr [ev — Cpe bim + Corn $i5 + Cim biz = O. 
Durch geeignete Koordinatentransformation k6énnen wir erreichen, daB 
— 6;. Dann reduzieren sich die Gleichungen (5.1) und (5. 2) auf 
ane: AC 
Soe pee ax 

Sind diese Bedingungen erfiillt, so gestattet der Raum von Linien- 
enteri eine endliche Gruppe von Affinentransformationen der Form: 
5.5) cia x4 dt, =v. 
_ DEFINITION. Unter einer affinen Transformationsgruppe aer aoeinunl 
nentmannigfaltigkeit verstehen wir . eine Transformationsgruppe _ von der 
igenschaft, daB fiir jede ihrer Transformation I(x, v)—=Ix(x, v) und 
n(X, 0) = Ci.(X,7) ist. 


= 0. 


E;) 
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Aus (5.3), (5.4), (5.5) und der vorangehenden Definition folgen: 


Satz 1. Ist eine infinitesimale affine Transformation der Mannigfaltig- 
keit vorhanden, so existiert eine endliche einparametrige Gruppe von affinen 
Transformationen. 


Satz 2. Damit die Mannigfaltigkeit eine einparametrige affine Trans- 
formationsgruppe gestattet, ist es notwendig und hinreichend, dap es ein 
Koordinatensystem gebe, in welchem die Zusammenhangsobjekte [ry und Cre 
von einer der Koordinaten nicht abhdngen. 


6. Die Integrabilitatsbedingungen 


In diesem § werden wir die Integrabilitatsbedingungen der Gleichungen 
(6. 1) AT. =0, (6.2) 4C=0 
aufstellen. Erstens bestimmen wir diejenigen Bedingungen, die aus (6. 1) 


durch kovariante bzw. partielle Ableitung entstehen. Zu diesem Zwecke 
schreiben wir (6.1) in der Form: 


Ein sare Te; rejev — Tyjtcr se 
Wir bilden auf beiden Seiten die kovariante Ableitung nach x’, dann 


vertauschen wir die Indizes k und /, und nach Substraktion der entstehenden 
Gleichungen erhalten wir den Ausdruck: 


Ei) j2—S s1t)a = (Ty ree — Ty we 8” — (Lp 5 mfx — Lt ma) Se 
+ Pu méls|kU — ‘Wie esi + Tprbix— Ther Shr. 
Nach (3. 3) ist 
Ei jx |1— Site = Sly Tr Sr Tit — 85 jr Tome 
Durch Vergleichen der beiden Ausdriicke und Anwendung der verallt 
gemeinerten Bianchischen Identitaten (3. 2) erhalten wir, die Formel 
(6. 3) Thar: m = ve al ‘t's sme t (Ly; at es ees pty Be r a; r;m)0- 
in Betracht nehmend, den Ausdruck: 
Tin | re a Tha ;m ‘3 v— Tha Ef, aie Tra gi =. Tint le x Tyr En — 0, 
oder kurz geschrieben: 
(6. 4) ; ATju =0. 


Wiederholte kovariante Ableitung auf Grund von (6. 1) fiihrt zum Glei- 
chungssystem: 


(6. 5) A Tut |, sng |e | m,—= 0 {s<=.1,.2.s0e 


Eine andere Gruppe von Bedingungen entsteht durch partielle Ableitung 
von (6.1). Nach (4. 4) ist A(P3i2)=0, und wir bekommen durch Wieder- 
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holung der partiellen Ableitung das System 
(6.6) Cae er ee (SRN 


Aus diesen Gleichungen ist es hinreichend nur die letzte zu betrachten. 
Es steht ndmlich auf der linken Seite von (6.6) eine homogene Funktion 
(—t)-ter Ordnung in der vu’. Die Anwendung der Eulerschen Relationen fiihrt 
zur Formel: 


t v 
v AD sitesi = — FAD es 


aie 
. *; . 
Das Verschwinden von 47%,;1,...1, ist daher geniigend zum Verschwin- 


den aller Gleichungen fiir kleinere ¢. Wir schreiben daher die Gleichungen 
(6.6) in der Form: 


(6. 7) AT ju; 14;...31, = 0. 
Wir bilden nun die sukzessiven kovarianten Ableitungen von (6.7): 
(6. 8) AD Fi 51,0. 5% ul» 19, = O (r=1,2,...). 


Die Beniitzung der Vertauschungsformel (3. 4) zeigt, daB weitere seal: 
Ableitungen von (6.8) keine neueren Bedingungen liefern. 

Im folgenden suchen wir die Bedingungen, die aus (6. 4) und (6. 5) 
durch partielle Ableitung hervorgehen. Es ist nach (6. 3) 
(6. 9). Tia; m = Fj; —Ljism je + Cpe Dk mT je jr Dat) 0 
. Wir wenden den Operator 4 auf beiden Seiten an. Nach (4.4) steht 
auf der linken Seite (47jx).m. Diese Gréfe 1aBt sich durch die linken Seiten 
der Gleichungen (6. 1), (6.7) und (6.8) ausdriicken, d. h. man bekommt keine 
weiteren Bedingungen durch partielle Ableitung von (6, 4). 

Betrachten wir nun die Gleichungen (6. 5) fiir s 1. Ersiens beniitzen 
wir die Vertauschungsformel (3.4) fiir den Tensor Tj, und dann wenden 
wir auf die erhaltene Gleichung den Operator 4 an. Es ist leicht zu sehen, 
daB die GroéBe (47 jx1\m);n sich mit Hilfe von a) (6. 1) und (6.7), b) AT}; m 
und c) (47 ju;n)jm ausdriicken 148t.’Den Fall b) haben wir schon betrachtet. 
Den Fall c) betrachtend, wenden wir den Operator 4 auf (6.9) an, und 
bilden die kovariante Ableitung nach x”. Die erhaltene Grdfe konnen wir 
mit Hilfe von (6.1), (6.7) und (6.6) ausdriicken. Man bekommt daher keine 
weitere Bedingung mittels partieller Ableitung aus (6.5). Denselben Gedan- 
kengang kann man fiir jeden Wert von s anwenden. 

Fassen wir die erhaltenen Integrabilitétsbedingungen zusammen: 


‘ fas 0, 
(6. 10) BE y fouls oie, == Oe (r= 1,2,...), 
AT ina as 


A Tyna | m, |. == () (S2= 1522-8): 
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Durch ahnliches Verfahren lassen sich diejenigen Bedingungen zusammen- 
stellen, die aus (6.2) mittels wiederholter kovarianter bzw. partieller Ablei- 
tungen hervorgehen. Diese Bedingungen sind: 


ACs). i= 9, 4 
(6. 11) A Caintitieeee — (S=1,2,..)s 
Apert iim lian =O (rs=l; 2, be 


Wir haben den 


Satz 3. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap eine 
affinzusammenhdngende Mannigfaltigkeit von Linienelementen. eine affine infi- 
nitesimale Transformation und daher — Satz 1 zufoige — mindestens eine 
einparametrige affine Gruppe gestattet, besteht darin, daB es eine positive 
ganze Zahl N gebe derart, daB die ersten N Gruppen von Gleichungen der 
Gleichungskette (6.10), (6.11) in den Unbekannten & und — 
vertriglich sind und die Lésungen & und us der ersten N Gruppen auch 


algebraisch 


der (N-+-1)-ten Gruppe geniigen. 


7. Die Bewegungsgruppe als Untergruppe der Gruppen 
von affinen Transformationen 


; 


Es sei ein Finslerscher Raum vorgelegt. Man sagt, dafi die infinite- 
simale Transformation (4.0) eine infinitesimale Bewegung ist, falls — 


(7. 1) 4g = 0. 


In ausfiihrlicherer Form erhalten diese verallgemeinerten Killingschen 
Gleichungen- die Gestalt: . 


Zim§I + Sng Fit Siz smbsv™ = Ei; + Eis + 2CiimE\s0™ = 0, 


! 


da jetzt gi;;.—=0O und Cim-= 9 Siism ist. Die Integrabilitatsbedingungen von 


(7.1) sind in den Gleichungen (6. 10), (6. 11) enthalten. 

. Wir betrachten eine r-parametrige Gruppe G, von affinen Transforma- 
tionen. Wir bezeichnen mit &) (0=1,...,r) ein linear unabhangiges L6- 
sungssystem der Gleichungen (6. 1), (6. 2), (6. 10), (6. 11). Wird das in Bezug 
fio) gebildete Liesche Ableitungssymbol 4 auf den Tensor gi; angewandt, so 
erhalten wir Tensoren, die mit Aj; bezeichnet werden sollen. 


(c) 
Es wurde nun festgestellt, ob es ein System: von Konstanten c@ so be- 
stimmbar ist, da$ die infinitesimale Transformation 


=i 4 OE gf Gud 07 Se vidt 
x 
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eine infinitesimale Bewegung darstellt, mit a. W., daB sich die Gleichungen 
(7. 2) ; Ch; =0 
(a) 
erfiillen. 
Fiir die Existenz eines nichttrivialen Liésungssystems ist es eine not- 
wendige Bedingung, dafi der Rang der Matrix |Ai|| kleiner als r_ ist. 
(o) 


Wir behaupten, daB diese Bedingung fiir die Existenz eines Systems von 
Konstanten c auch hinreichend ist. 


Ist ndmlich der Rang der Matrix ||A,;\| gleich s (s<7), dann gibt es 
(a) 
r—s linear unabhangige Funktionen ¢(2}(x, v) (a =1,2,...,r—s) derart, 
daB die Gleichungen. 
{7. 3) Has hs = 0 
identitaten in den Variablen x und » sind. Daraus ergeben sich mittels kova- 
rianter Ableitung die Gleichungen 
(7. 4) Piay|r hs a Pray hy je = 0. 
(o o 
Nun ist Aj;;.=-0. Es ist namlich 
(a) ; 
A(gij\x)— (4g is) |e = — (Lijsm ae Pe + 84d +8 dd ‘ik) 
(a) (o o a) o 


‘Da die Vektoren &,, Lésungen des Systems (6. 1), (6. 2), (6. 10), (6. 11) sind, 
verschwinden die Ableitungen 4/7. Unter Beachtung, dab Six =O und 
Agi; — hi; ist, folgt, daB A,;;,—=O besteht. Setzen wir das Ergebnis in (7. 4) 
(a) (a) (a) 
ein, so folgt 
(7. 5) go his =; 
‘d.h. auch die Funktionen ¢/%}), sind Losungen von (7.2). Dann existieren 
Funktionen he derart, da 
(7.6). | GO = Lig}. 
Differenziert man (7.3) partiell nach +‘, so entstehen die Gleichungen 
gic ihy + 9h = 0 
(a) o) 
Es ist JC), =0. Es ist aber 
(c) 
A 1 Aini ACh) = 2Cp Rai 
fast = 2A Sms Ci) = 2( Cir Pew + Smid Cir) ge 
Nach Einsetzung ist 


Gia) it 2 ga) Cit hems = 0 


a) 


6 Acta Mathematica 


32 GY. SOOS 


oder Sq 
(gia);10; + 2G (a) Cir) Aoi = 0. 
Die in Klammern stehenden Funktionen sind ebenfalls Lésungen von 
(7. 2). Sie lassen sich daher folgenderweise darstellen : 


a pay (Cal 


Piau):1 0; + 2Qiay * emery aly Pip)- 
Setzt man /—m und summiert iiber diese Indizes, so bekommt man 


(o) dal 4'e™ ic) 


Pia) sj + 2 Fray Cin cemj Pip) 
oder v 
= (ten) | gis);, = 45g (5; = Aen; — 2 Ch. 00). 

Damit ein aus lauter Konstanten bestehendes Lésungssystem c exis- 
tiere, muB es Funktionen & (@ == 1,...,7—s) mit der Eigenschaft 
(7. 8) OO? ie J ateas 
geben. Wir bilden die kovariante Ableitung von (7. 8): 

AP gig + KLE, pip, = (Aik + 2° LE) pig = 0, 
aus der wegen der linearen Unabhangigkeit der Funktionen is, die Glei- 
chungen 
(7. 9) AP +218, =—0 
folgen. Durch partielle Ableitung von (7. 8) unter Beachtung von (7. 7) gelantt 
man zu einem analogen Gleichungssystem : 
(7. 10) +a 48, = 0. 

Die Gleichungssysteme (7.9) und (7. 10) fiir die unbekannten Funktio- 
nen 4 sind vollstandig integrierbar. Um dies einzusehen, stellen wir die 
Integrabilitatsbedingungen der Gleichungen (7.9) und (7. 10) zusammen. 

Es folgt aus (7. 9) as 

Atha = — ANP Lo — A LE = (LEE LE) a. 
Vertauschen wir jetzt die Indizes kK und / und subtrahieren die entstehende 
Gleichung aus der vorangehenden: 
(7. l 1) Mei — ae = (Lee Lg LE a | hey BY ae 

Mit Beachtung von (3. 3) ist 
(7. 12) MP — Ae = — 29 Tae = AB, Ta, 

Durch Vergleichen von (7.11) und (7.12) bekommen wir die gesuchten Be- 
dingungen ; 
(7. 13) (Liejp—Lo + pb 1h he + Mf, Trak v"ya => 0. 


| Aus (7.10) erhalten wir durch analoges Verfahren mittels partieller Ab- 
eitung 


(7. 14) (Aor ;s— A :n + Age Ao — Ae, AS, A = 0. 
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Die Gleichungen (7.13) und (7. 14) gelten identisch. Es entstehen nam- 
lich aus (7.5) durch kovariante Ableitung und Vertauschung der Indizes k 
und / nach Subtraktion die Gleichungen 


(ibe {7 —Li, {k + Le Lh rg LP Le -- do, AY (a) 


Oy 4 Me 


Wegen der linearen Unabhangigkeit der Funktionen %) folgt 


(vy) 
(7. 15) Pere Lp Le a, Toa” = 0: 
Analogerweise folgt aus (7.7) die Gleichung 


cd dahe (Adk 1 — Mn + Ao Mp — AB, Mh.) G =, 
r 


(7. 16) Aes OS aie AX, ;k + A, Api iY obs Ap == O. 
Die Ergebnisse (7.15) und (7.16) zeigen, daB die Gleichungen (7. 9) 


und (7. 10) volistandig integrierbar sind. Es existieren also Funktionen £@ 
und daher auch die Konstanten c. 


Satz 4. Ist G, die Gruppe von affinen Transformationen eines Finsler- 
schen Raumes, so existiert immer eine Bewegungsgruppe von G,, falls der 
Rang der Matrix |\h;;|| kleiner als r ist. 

(a) 


Herrn Prof. G@. VARGA spreche ich fiir seine wertvollen Bemerkungen 
den besten Dank aus. 


(Eingegangen am 4. Januar 1954.) 
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OB A®®UHUTETAX VU JIBUDKEHUAX B PUHCJIEPOBbIX 
TIPOCTPAHCTBAX 


. LUOOLL (Ae6peuen) 


(Pes me) 


B nacrosuje pa6ote onpefensetca noHATHE adppHHHTeTa B MpOCTpaHCTBe AHHEMHBIX 
QNCMEHTOR C adppHHHOK CBASHOCTHIO. B ctbopMynappoOBaHHH OCHOBHBIX ONpefeneHHHK Hn TeEOpeM 
MbI MO1b3yeMCa AMdpPpepenuManoM JI nH pasqH4HbIX reOMeTpHYeCKHX OOBEKTOR. /laHHOe HH- 
dbunvtTesumManbHoe mpeoOpasopanne (§ 4) AMHeEHHBIX SIeMeCHTOB HasbiBaeTCH MH*PHHHTe3SH- 
M@JIbHBIM adp(pHHHTeTOM, ecaH 


Ar;'=0, AC}, =0, 


o603Ha4ad 3HAKOM A cCHMBON ANdpepeHunana JI Hu, O6PasOBaHHOrO OTHOCHTeEAbHO HHHHH- 
Te3HMANbHOrO Npecopasonanns. 

B pa6ote 3aqaroTca ycnOBuc, HEOOXOAMMBIE KH AOCTATOYHBIE AA TOrO, 4YTOObI WaHHOe 
HH(PHHUTeSHMAIbHOe MpecOpasoKaHHe MpeACTaBAANO COGOK HH*HHHTESHMAIbHbIK adppuHHTeT- 
(Cm. Teopemy 3.) 

Ana cay4an *uHCHepOBbIx NpOCTpaHcTB pewaerca Cnexyroulan npobrzema. Myctp pana 
Henpepbighad rpynna G, (r—u4ncao napamerpos) adxpHHHbIX npeocbpasoBakHH dHHCAepoBa. 
npoctpauctsa. pu Kakux yCaOBusax CyulecTByeT NO_rpynna acuHHOH rpynnsl, ABANOWAACA 
rpynnoi ABwxKeHHH (pHHCnepoBa npocTpanctsa? OtTseT wa aTOT BONpPOC CORepxKUTCA B 
Teopeme 4. 


UBER DIE LOSUNG DER IM BANACHSCHEN RAUME 
DEFINIERTEN NICHTLINEAREN GLEICHUNGEN 


Von 
I. FENYO (Budapest) 
(Vorgelegt von A. Rényi) 


1. Es sei f(x) ein Operator, der den Banachschen Raum _X in den Banach- 
schen Raum Y abbildet. Betrachten wir die Gleichung 


(1) f(x) =0. 

Es ist bekannt, daf unter gewissen Umstanden die durch L. W. KANTORO- 
WITSCH und seinen Mitarbeiter [1,2] in den Banachschen Raum iibertragene 
Newtonsche und modifizierte Newtonsche Iterationsmethoden zur Lésung der 
Gleichung (1) geeignet sind. Ist f(x) ein im iiblichen Sinne (GATEAUX, FRE- 
CHET, WAINBERG) differenzierbarer Operator, so heift bekanntlich der Algo- 
rithmus 


(2) Xn=Xna—f (Xn-1)' f(Xn-1) (n= 1,2,...) 
die Newtonsche Iterationsmethode und der Algorithmus 
c2) ee == ies — f’'(&) ' fEn-1) 


die modifizierte Newtonsche Methode. Hier bedeutet f(x)! wie iiblich den 
inversen Operator von /’(x). 

L. W. KANTOROWITSCH [1] und J.P. MissOWSKICH [2] haben hinreichende 
Bedingungen fiir die Konvergenz von (2) und (2’) gegeben. Sie haben nam- 
lich bewiesen, daB im Falle der Konvergenz die Elementenfolgen {x,} bzw. 
{&,} gegen eine Lésung der Gleichung (1) konvergieren. In den zitierten Ab- 
handlungen wird vorausgesetzt, daB f(x) im Fréchetschen Sinne zweimal dif- 
ferenzierbar und seine zweite Ableitung beschrankt ist. Es scheint ganz na- 
tiirlich, solche Bedingungen zu suchen, welche die Existenz der zweiten Ab- 
leitung von f(x) nicht voraussetzen, da die Verfahren (2) und (2’) keinen Ge- 
brauch von der zweiten Ableitung machef. Verf. hat in seiner ungarisch er- 
-schienenen Arbeit [3] die im Banachschen Raume definierten Gleichungen von 


der Form 

f(x) =y und F(x, y) =0 
untersucht und unter andern fiir die Konvergenz des Algorithmus (2’) eine 
geniigende Bedingung gegeben. Diese Bedingung setzt nicht die Existenz der 
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zweiten Derivierten voraus. Neulich ist ein Aufsatz von M.L. STEIN erschie- 
nen [4], in dem geniigende Bedingungen zur Konvergenz von (2) aufgestellt 
werden, ohne die Existenz der zweiten Ableitung zu postulieren. M. L. STEIN 
beniitzt aber die Ableitung im Sinne von GaTeEaux [5], und es ist nach 
einem Satze von ZoRN [6] bekannt, daB ein Operator — falls er in einem 
Gebiet im Sinne von GATEAUX differenzierbar ist — in diesem Gebiete auch 
analytisch ist. Das heift: die Postulierung der Differenzierbarkeit im Sinne 
von GATEAUX ist eine sehr strenge und weitgehende Forderung. Diese For- 
derung wurde von STEIN in seinem Beweise stark ausgeniitzt. 

Im folgenden geben wir Bedingungen fiir die Konvergenz der Prozesse 
(2) bzw. (2’), ohne Voraussetzung der Existenz der zweiten Ableitung im Fre- 
chetschen Sinne. Es.scheint uns, da unsere Beweise einfacher sind, als der 
Beweis von M. L. Stein. Wir wiederholen unser in ungarischer Sprache 
publiziertes Ergebnis tiber die Konvergenz des Prozesses (2’) und unter- 
suchen mit derselben Idee die Konvergenz von (2). : 

Es ist bekannt, daB ein Operator, der den Banachschen Raum X in den 
Banachschen Raum Y abbildet, im Fréchetschen Sinne an der Stelle x, (x.€ X) 
differenzierbar ist, falls ein linearer Operator U existiert, der den Raum X in 
Y abbildet, so dai die folgende Relation giiltig sei: 


| f(x + A) —f(x)— UA|| = 0(|| A ||) 
(A ist ein Element aus X). Dieser lineare Operator U heift die Ableitung von 
f(x) an der Stelle x) und wird mit f’(x,) bezeichnet [9]. 
Ein Operator f(x) wird im Sinne von GaTEAUX differenzierbar an der 
Stelle x, genannt, falls fiir jedes Element 4¢€X der Grenzwert 
lim F(X ey Ss V(x, h) 


existiert und V(x,,/) ein linearer Operator beziiglich des Elementes h ist [10]. 
2. Es sei die folgende Gleichung gegeben: . 

(3) f(x) =y. 

Im folgenden wird die Bezeichnung F(x) —f(x)—y oft beniitzt. 


SATZ 1. Es sei f(x) ein Operator, der den Banachschen Raum X in den 


Banachschen Raum Y iiberfiihrt. Falls f(x) in einer Umgebung des Elementes 
X,€X folgende Eigenschaften besitzt: 


1g f(x) istim Fréchetschen Sinne differenzierbar und der inverse Operator 
f'(%) von f’(x.) existiert und es gilt 
(4) If’ a)" || = B; 
2° es gilt 


<= 


©) WF @Q-F@)|-SClx—x I, falls|ix—n] sr< aha; 
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dann ist fiir jedes, der Ungleichung 
_ 2—36Cr 


(6) Wie Iie) | 8 


genligende Element y€Y die Gleichung (3) in der r-Umgebung von x, ein- 
deutig lésbar. Die Lésung wird als Grenzwert derjenigen Folge {x,} darge- 
stellt, die durch die Gleichung 


(7) Me Kast UF (Xna1)) °F (Xnas) (2 =1,2,...) 
definiert ist. 

Bewels. Der Operator F(x) besitzt ebenfalls die Eigenschaften 1° und 
2°.Nun zeigen wir, daB F’(x)* in der ganzen r-Umgebung von x, existiert 
{1, p. 118]. Bezeichnet & den Identitatsoperator, so existiert der inverse Ope- 
rator 7(x) von 

8—f (%) Uf )—F 9) 
wegen (5) und eines klassischen Satzes von S. BANACH [7], und es gilt nach 
- Betrachtung von (5) ; 


1 3 
ITC) = 7=per< 2° 
Da aber 
(8) T(x) F(x) = F'(x) 
gilt, haben wir die Existenz von f’(x)' bewiesen. 
Aus (8) folgt 

ae B 3 ae 

(9) IF @ l= SRO ee (||x—xol] = 7). 


Nun definieren wir den Operator 
| (x) = F(x) — F'(x) (x—%). 
Es ist evident, da6B Gleichung (3) mit der Gleichung — 
(10) % eX, F(x) (2) 
identisch ist. Diese losen wir durch die Methode der sukzessiven Approxi- 
mation: 


(11) Kia ees F'(Xnw1) E(t), (2 = 1,2,...), 
und beweisen, dab lim x, — <x" existiert. 
Es ist ii 
(12) \|x:—Xol] S || F’%)  |I-| F@) |] = Ba <. 


Wir behaupten, da® die Ungleichung 


| 3 33n+Cr , 
(13) I Xn—Xn-1 | = a. sae | Xacti aed || 
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fiir alle ganzen n(= 2) giiltig ist. Sie gilt fir n—2, denn es besteht die 
Identitat : 


Xy— X= F(x) |) F(x) | 0) = Fe) fea) — 1) + 
+ [F’(x,) '—F'(a) |] (x). 
Wegen (11) liegt das Element x, in der r-Umgebung von x,, weshalb die 
folgenden Abschatzungen berechtigt sind: 


I] r(x) || = || FQ) + IL PG) || 1X0 || S nttr= = 2n, 
| F(x)! F(x)" =| F'n) [Fo — FF’) || = 2 B'C||xn— xl 


Endlich kann man nach dem Analogon des Lagrangeschen Mittelwertsatzes 
[8] behaupten: 
| ¢(X)—T(%) || = || Fo) — FQ)|| + | F’ %o) Ko — 0) — FH) Gs — Xo) || 
S || F’Cxa) ||| X10 |] + |] LF’) — FP’) Ho Xo) + FX) CH) {| S 
= 1x —all + Crll 1 —x [+ [lvl = (444-7) xa 
Hier ist x,==x,+4,(x,—%) (0<6,< 1), also ein zu der r-Umgebung von 


x, gehérendes Element. Nun haben wir wegen (5) 


|» —x, || 5B ee Mine hae 


Es sei nun vorausgesetzt, dab 0 fir k=—1,2,...,n2—1 giiltig ist. 


Dann gehéren die Elemente x,, x%.,..., X,.1 zur r-Umgebung von x,, da die 
Ungleichung 
(14) I xe — 2] |] xo— all U1 — al] +--+ [xe — el] S 

= 3 op 23NtCr 3 3y+Cr\"' 

=B a 2 fe tel BB Teh AE anh, = yk (3 al | ~ 

: Ny By 7 1... t+By 9 r =r 


angesichts (5) und (6) giiltig ist. Nun haben wir 
|| Xn —Xn-1 || =|] F’(Xn-2) €(Xn-1) — F’(Xn-1) T(Xn-1) | S 


= || F’ (%n-2) |||] 7Xn-2)—T(Xn-1) |] + | F’ nz)! — F’(Xna) "||| CXn-2) | 
Wegen (9) ist 


(15) FG) = 58 
Infolge (6) und (14) besteht die Ungleichung 
(16) \| 7 (Xn-1)|| “: || F’ (Xn-1)]| + || F’ (x1) || + || Xn-1 — Xo |} == nt+—+r= VASE 
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somit kann man unter Benutzung des :Mittelwertsatzes folgendes behaupten 
| (%n-2) —T(Xn-1) || S|] F’(%n 1) || n= Xa] HLF’ n-2) —F’(n-1)] (%n-2 —%) + 
FF’ (Xy-1) (Xn-2—Hu-1) |] SE |fp-1 — Hal] + Cr |] Ky-1 —Xp-2|| + 
q 21 
(17) be na Xn-2l] = |= CH} || Kua —%.-2] 
(Mads = Xn 2+ Oy-1(Xn-1— Xn ») 0 6, i 1). 
Mit Riicksicht auf (15), (16) und (17) erhalten wir die zu beweisende 
Sy Xn-91| 2 


[4+ Cr} xe 1x4 20 2B Clixy1—xyl| = 


Ungleichung 
a thi 
|| Xn X,-1|| = ak B par 
ise srecr ; 
=e By, ia cla || Xn -1—Xn-al|. 


Daraus ergibt sich die Konvergenz von {x,! unmittelbar. Denn nach (6) ist 
2—3BCr 2— 3BCr 
11B on.” 


3 3744+Cr os 


ry 


und daraus folgt, dab 
ByP= Br > 
\) Xie -1—Xkin|| — 


(18) 
ist. Nun diirfen wir schreiben 
|| Xk — 2X |] =S |] Xe — Xn |] + |] Xer1 —Xe+2[] + 


= Bn(BnP)' [1+ 8nP+ ---+(BnP)" }< 
Dieses folgt aus (18) fiir alle ganzen n. Damit ist die Existenz von 


lim x, = x" 
bewiesen. 
Daf x* eine Lésung von (10) sein muf, kann in iiblicher Weise leicht 
eingesehen werden, da die Operatoren F(x) und F’(x) in x stetig sind. Die 
"wd (Xa- he 1 a Xi) (n Seo I, v2 . a 


Gleichungen (11) sind mit 
Fixes ) = 
identisch und deswegen ist die folgende Beziehung richtig (es mu noch 
erwahnt werden, daB x* auch in die r-Umgebung von x, gehdrt) 
H | =< 


lim || F(,-1)|| = lim |F’n-1)|| him || Xn-1—Xn|} = 
By per nP) == 0. 


s || F'(x*)|| im = 
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Damit ist aber 
f(x')—y = F(x) ==0 
bewiesen. 
Da aber (10) mit (3) Aquivalent ist, ist die Existenz der Lésung von 
(3) bewiesen. Die Unizitat la6t sich ebenfalls in der iiblichen Weise beweisen. 
Vorausgesetzt, da es zwei verschiedene Lésungen von (10) in der r-Umgebung 
von x, gibt, etwa x* und x, ergibt sich wegen (15), (16), (17) und (18) 
|x? x" |] = Fy oe) —F’ (XY ce’) 
< FY ice —e@ FF OY PY “| eI S 
3 $n Cr) 


By ie x] < 2" 


| = 


Das ist aber unméglich, und damit ist die Unizitat bewiesen. 
Zum SchluB-sei noch erwahnt, daB (11) mit (7) identisch ist, und somit 
sind alle Behauptungen des Satzes véllig bewiesen. 


3. Zur Sicherung der Konvergenz des Prozesses (2’) geniigen schon die 
schwacheren Bedingungen. Undzwar gilt die folgende Behauptung [3]: 


Satz 2. Bildet der Operator f(x) den Banachschen Raum X in den 
Banachschen Raum Y ab und besitzt er in einer Umgebung des Elementes Xx, 
(€X) eine im Fréchetschen Sinne stetige Ableitung, existiert auBerdem PAEAY 
(der Umkehrungsoperator von f'(x))), so hat die Gleichung (3) eine einzige, 
in der Umgebung von x, liegende Lésung, vorausgesetzt, dap y zu f(x,) geniigend 
nahe liegt. Genauer: ist 0<q <1 eine beliebige Zahl und ist die Zahl r so 
gewdhit, dafs die Ungleichungen 


(19) IF a) OF’ &)IIl S95 ||x—xel] Sr 
bestehen, dann ist fiir jedes, der Ungleichung 
(20) IF (x) [y—F(%)]|| = r—g) 


geniigende Element des Raumes Y, die Gleichung (3) in der r-Umgebung 


von x, eindeutig lésbar. Die Lisung wird als Grenzwert der durch die 
Gleichungen 


(21) Ey, = En-1— F'(X0) | F(En-1) 
definierten Elemente von X. dargestellt’ (F(x) = f(x)— y). 
Beweis. Wir definieren den Operator 


(22) &(x) == f(x) —F" (%) (XX). 


Er ist differenzierbar und somit haben wir 
of (xX) = f'(x)—f (x). 


' Auf diese letztere Behauptung des Satzes wurde ich von A. Rényi aufmerksam gemachti 
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Mittels #(x) laBt sich die Gleichung (3) ersichtlich in der Form 
&(x) = y—f'(%) (x—X) 


darstellen, woraus 


(23) X= Xo +f (x) ‘[y—e(x)] 
folgt. Nun sei 


é, = X 
und 
(24) a = Xy +f’ (x) '[y—aé, 4)] (n a il. 74, 3}, oe of 
Nach Anwendung des Mittelwertsatzes erhalten wir 
(25) En— En 1 =F (Xe) #(En-2)—f (0)! #(En-1) = 
= f° (XY feEn-2)—#(n-2)] =F (%) "8 Ent) (Fr 2&1) § 

hier ist 

E. hey == §,-» + On-1(En-1 —En-2) (O < Os < 1). 


Alle &, und somit natiirlich auch alle &, gehéren zur r-Umgebung von x,. 
Denn definitionsgem4B ist 


; E, > Xo +f'(X) '[y—e(%)], 
und daher ist wegen (20) 
|] —Xol] = Fa)" Ly —# (a) ]|! = [1 Fe)“ [y—F)]|| S ra) < 5, 
d.h. & und damit natiirlich auch & gehért zur r-Umgebung von x. Es sei 
angenommen, da & (kK =n—1) zur r-Umgebung von x, gehéren; dann 
schlieBen wir aus (25), daB auch &, in dieser Umgebung von x, liegt. Nach 
Voraussetzung ist 


(26) IE, — Ey =14] =|] f’ (Xo) "8 (En-1) (Ex-2—En-1)|| S 
= ||’ Ca)" e Ens) ll] Fe-1—En-2|] = Ue) Ee) FP (0)] || Fe-1 —S-2] = 
= q||$.1—$n-2|] Sq" |!5—>o| 
wegen der Relation (19). Es ist nun 
||En —Xol| = |]Su—Sn- ia ye a||-+ so, = 


= ml <5 ase pean Searle 


Sl bate+- 4") {I —x0l] = 


womit unsere Behauptung bestatigt ist. os 
|En+x—Se|| = = 1S ,4%— Sask 1| + || Sn+%- ios o sith id [/Ser1— I < 


q< gq 


= +e +++ +g") |]E,—20|] < 


fiir alle n und O<q <1 erfillt ist, ist die Cho von 
. lim &, =x 


n> D 


gesichert. 
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Daf das so erhaltene Element eine Lésung von (3) ist, ist fast trivial. 
Denn f(x) ist stetig, und aus (24) folgt, dab 


FE) —y =f (Xe) (ke — Se 1) 


|< |[f(x)]| lim g'§ =0. 


giiltig ist. Nun gilt 
Tim ||fGx-)—Y)| & lim Fo) [IS 


Das bedeutet eben die Behauptung. 
Aus dem vorigen ist auch klar, dab x zu der r-Umgebung von x, gehdrt. 
x ist aber die einzige Lésung in dieser Umgebung, denn falls x eine andere 
Losung im betrachteten Bereiche ist, so ware 
f(x)—f(x) = 
giiltig. Nach (22) folgt daraus 
|x —¥ || =| F(x)" [e(x)—e(&) I] S UF Go) *|I-H]e || [x Fl] = 
=q\|x—<x|| < ||x—x|| @=x+0(X—x);0<6<1) 
und das ist unmdéglich. 
Es sei wiederum bemerkt, das wegen (22) die Gleichungen (21) und 
(24) identisch sind, und somit ist Satz 2 véllig bewiesen. 
Mit den Anwendungen der Satze 1 und 2 beschaftigen wir uns diesmal 


nicht; die unter [1] und [3] zitierten Arbeiten besprechen zahireiche An- 
wendungen. 


(Eingegangen am 13. Januar 1954.) 
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O HEJIMHEMHbIX YPABHEHHSX, ONMPEEJIEHHbIX 
B TIPOCTPAHCTBE BAHAXA 


MW. EHbE (Bynaneurt) 


(P e310 Me) 


Nyctb f(x) HeaMHeiHBIM OnepaTop, onpenenenHbiii B MpocrpancrBe Banaxa x, co 
3Ha4eHHAMH, NPHHaeKaulMMA MpocTpancTBy Banaxa Y, u audpepenunpyempii B CMBICAe 
Ppeme. JI. B. Kantoposu4em u apyramu apropamn [1,2] uccnenonanca sonpoc, 
KaKHM HMeHHO CNOCOOOM MOX%KHO NPHMeHATh anropudMbl 


(1) xX, = x%-a—([f (Xn i) I (Xn) COOTB. 
§.=S1—-1F' SO)’ £1) 


Ix)=0 

Mm Obwin HaweHbI ycnOBHA, OCTATOYHBIe 1A TOrO, YTOOKI 3TH [Ba MTepalHOHHbIxX Mpowecca 
CXOMMAMCb WH aM KOPeHb PaCCMaTPHBaeMOrO HeHHEMHOrO ypaBHeHHsA. [1px dopmynupowKe 
WH MIpH WOKasaTenbCTBe |aTHx Teopem f(x) NpeANOnaranach ABaK_bI AMdepeHuNpyemMon B 
cmbicne Ppewe, 4 NpesnoONaranach TakxKe OpraHv4yeHHOCTb BTOPOK npousBonHOH B OKpecT- 
HOCTH KOPHA ypaBHeHHA. OTHM KE BONPOCOM 3aHnMarca TaKKe M. JI. UI trewu; Uitevnom 
GbIIO HaWMeHO yCnOBHe, TAKKE MOCTATOUHOE AIA CXOAMMOCTH BbILUeyKasaHHbIX anrOpHqpMOR, 
npeanonaraiouee TONbKO CyeCTBOBaHHe NepBow n OnaBoAHOM f(x). Ognako LI treHuH 
npegnonaraer f(x) auddbepenunpyemon B cMBICne [aTo, 4TO PaBHOCHABHO ananHTH4HOCTH 
f(x) [6], Tax 4To ero npeanono>KeHHa B KOHEYHOM C4¥éTe OONeE CHJIbHbI, 4EM Te, KOTOPbIe 
cnenan JI. B. KantToposuy4. 

B nacrosusen pa6ote codGujaeTca AOCTaTOUHOe yCnOBHe IA CXOAHMOCTH anropudpMOB 
(1), NpH mpeznonoxwKeHHu TOABKO OAHOKpaTHOK pAMddpepeHUMpyeMOCTH B CMbICne Mpewe 
f(x). B cayyae nepsoro uz anropudpMos.(1) MbI AOWKHDI TaKKE Npeanonarate f(x) yaosnet- 
Bopsromjed ycnopuro Jin nw ni,a. JoKazaTenbcTBO CXOMMMOCTH BTOPOrO HB aropHqMos (1} 
yaaetca nposectu, Tpe6ys or f’(x) TONbKO HeNnpepbIBHOCTH. 

Pa6ota ABIAeTCA JONOJHEHHKIM NepeBOAOM CTaTbH, HANHCAHHOK ABTOPOM paHee Ha 
BeHrepckoM sspiKke [3]. 
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ON THE FUNDAMENTAL THEOREM OF COMMUTATIVE 
IDEAL THEORY 


By 
L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by L. Répe1) 


1. Let R be a commutative ring with unit element. One says that in R 
the fundamental theorem of ideal theory holds if each non-trivial ideal A of 
R may be represented as the product of a finite number of prime ideals, 


(1) As PUPS. 2.Ps 
where the different prime ideals' P; (i= 1, 2,...,r) and the natural integral 
exponents k; are uniquely determined by the ideal A. 


Since the appearance of the fundamental works of M. Sono and E. 
NOETHER, several authors have discussed necessary and sufficient conditions 
under which the fundamental theorem of ideal theory holds in R.* All of 
these investigations are concerned with the set of a// non-trivial (or all regular) 
ideals of R. Our purpose in the present note is to discuss the same problem 
for a single ideal A of R, i.e. to give a necessary and sufficient condition: 
for an arbitrary but fixed ideal A to admit a unique representation (1).’ We 
emphasize that we do not want to assume anything on the totality of the 
ideals of R. In order to get a result for a class of rings as general as 
possible, the uniqueness of (1) will be taken in a somewhat less strict sense: 
we shall not exclude the possibility P**!— P*, i.e. only the uniqueness of 
the prime ideal powers P* will be required ; then the exponents 4; will not be 
necessarily uniquely determined unless minimality is assumed. On the other 
hand, it turns out that it is not enough to require the representability in the unique 
orm-(1), but it is necessary to suppose — what is automatically satisfied if 
he fundamental theorem holes for all ideals of R — that each divisor B 
of A has a product represefitation which is a part of (1). More precisely: 


-1 The ring R itself will not be considered as a prime ideal. 

2 Sono [7], Noetuer [6]. For a brief survey of various results see ConeN ii]. A 

3 Let us mention that in a previous paper [2] we have given a sufficient condition, 
ut this was not necessary and besides, the maximum condition was supposed to hold for 


he ideals of R. 
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we shall say that for the ideal A of R the fundamental theorem of 
ideal theory holds, if (1) is true with uniquely determined different prime 
ideals P; and uniquely determined minimal exponents ;, further,’ ACBCR 
implies B= Pi! $...Pyr with O<4=k. = 

In what follows we establish a necessary and sufficient condition ensuring 
that for an ideal A the fundamental theorem of ideal theory holds. The ring 
R is an arbitrary commutative ring, we only assume the presence of a unit 
element e in R. As regards our discussion we remark that it is elementary 
and selfcontained, we shall make use only of the simplest fundamental 
results of ideal theory; we shall avoid the use of transfinite methods. 

The only not quite familiar notion which we need is the following. Let 
P be a prime ideal in R. By the principal component® A(P) of A, associated 
with P, we mean the set of all x¢€R satisfying cx€A for some c€P. It is 
readily seen that A(P) is an overideal of A and, if ACP, then also a sub- 
ideal of P. Evidently, ACB implies A(P)& B(P). 


2. The theorem which we intend to prove here is what follows. 


THEOREM. For the ideal A of the commutative ring R with unit element 
e the fundamental theorem of. ideal theory holds if and only if 

(i) the minimum condition holds modulo A,° 

(ii) for each prime divisor P of A with A(P)<P, P? is an immediate 
multiple of P.” 


3. Necessity. If the fundamental theorem of ideal theory holds for 
A= P''... Py" (where k; are as minimal as possible), then A has but a finite 
number of overideals, so that (i) is fulfilled. But, as it is well known, (i) 
implies that the prime ideals P; (i—1,2,...,r) are maximal in R. Hence 
Pi... Pi'Pii'...P% certainly contains an element x not in P;, and thus 
xPji‘CA implies P{*C A(P,). This inclusion relation can not be a proper 
one, for in the contrary case there would exist an element y with 
ye A(Pi), yEPE', yEPH, and if c€P;, cy€ AS PH, then P;y © P* implies 


yeRy=(Pi,c)y=(Piy, cy) S P*, 


a contradiction. Now, if A(P))=Pi'CP,, then k;= 2, and there is no ideal 
C between P; and Pi, P;>C>P%, for then C would be an overideal of A, 
not representable as the product of prime ideal powers. 


4 © means inclusion, and € is reserved to denote a proper one. 

5 This concept is due to Krutt [3]. (For the basic notions and results of commuta-. 
tive ideal theory see Krutt [4], van per Waerpen [8] or McCoy [5].) 

® We say that the minimum condition holds modulo A if each set of overideals of 
A contains a minimal ideal, i. e. one not containing properly any ideal of the same set. 

1 We observe that if we should like to have also the exponents k; in (1) to be: 
uniquely determined by A, then it would be necessary to add a third postulate: (iii) A(P). P' 
is different from A(P). The proof is immediate and may be left to the reader. 
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4. The sufficiency part of the proof rests on the following simple lemmas. 

LEMMA 1.° Jf modulo A the minimum condition holds and ACBcR, 
then there is a prime ideal P with BC PCR and B:P>B. 

The set of all ideals C(>B) with B:C=+_R is not vacuous, for it con- 
tains R. If C, is a minimal ideal in this set, then P—B:C, is a prime 
ideal, since a€ P,b€P,ab€P would imply PCP:acR (for 6€P:a and 
Ra S=P) and hence 

P:a=(B:C,):a=B:(aC,)=B:(aCy, B) 
B:GCB:(aG, B)CR, 


in contradiction to the minimality of C,. Thus P is prime; B:P—B is 
impossible considering that B: P>C,. 


LEMMA 2. Jf modulo A the minimum condition holds and ACP, then 
for some natural integer n we have P"<A(P). 


implies 


ACP implies A(P)=-R; consequently, by Lemma 1 there is a prime 
ideal P* such that A(P):P*>A(P). Here P*+-P is impossible, for 
x€A(P): P*,c€P*,c€P imply cx€ A(P). By definition, there is some d¢P 
such that cdx€ A, whence cd¢P implies x€A(P), i. e. A(P):P*SA(P), - 
a contradiction. Hence A(P): PD A(P). 

If A(P):P” +R, then let P* be a prime divisor of A(P):P” with 
A(P): P” <(A(P): P”): P*=(A(P):P*):P”. Therefore A(P)C A(P):P* 
and the preceding paragraph shows that P*=—P. If (A(P), P") is a minimal 
ideal in the set of ideals (A(P), P”) (m=1,2,...), all dividing A, then 

A(P): P” =A.P):(A(P), P") = A(P):(A(P), P"”) = A(P): P™, 
and what has been said implies A(P):P”=R, i.e. P"&A(P). 

LEMMA 3. Jf the overideals of A satisfy the minimum condition, then A 
may be represented as the product of a finite number of its principal com- 
ponents. 


First of all we show that A is the intersection of its principal components, 
A=fNA(P,). Clearly, it is sufficient to show that x€ () A(P,) implies x€ A. 
v Vv 


The ideal A:x is no subideal of P,, for from x€A(P,) we conclude to the 
existence of a c,¢P, with c,x€A, whence Cy€A:x. The last fact, together 
with AC A:x and Lemma 1, shows tnat A:x=R, i.e. x€A. 

Now observe that from the minimum condition modulo A it follows at 
once that a finite number of A(P,)(AGP,) suffices to represent A: 
| A=A(P,)nA(P,)n...N A(P;). 

8 This lemma, together with its proof, is due to Conen [1]. 

9 This is true without any assumption, but the proof makes use of some form of 
the well-ordering hypothesis (see Krutt [3]). 


7 Acta Mathematica 


~The product representation will follow from 

(A(P,)... A(Pi-1), A(Pi)) =R (i282 78 
This relation actually holds, considering that the ideal in the left member can 
not have any prime divisor P, for in the contrary case by Lemma 2 we should 
have P"!CA(P,)& P and Py’... Pitt’ SG A(P,)... A(Pia)SP, that is, PSP 
and P;SP for some j=1, 2,....,/—1, which\is absurd. Consequently, 
A= A(P,) A(P.)...A(P,) as we wished to prove. 


Lemma 4.” /f the maximal ideal P is an immediate divisor of its square 
P?, then P"©&BCP implies B= P* for some k. 


Hypothesis implies that for c€P,c€P* one has (c, P*)=P. By induc- 
tion we get 
(2) P" =(c", P"”’). 
In fact, if (2) is true for some n, then 
jee = (c"P, Pat Sate (c’ (c, jay Pact == (c c" fae p”) =(c"", jae 
Let now s and ¢ (s=fP) be the least resp. the greatest exponent with 
P* CBC Pt, 
If s==t, we are ready. We are going to show that s>f is impossible. If 
s>t, then there is a 6€B with 6¢ P*', whence by b€P* and (2) we con- 
clude that b-—rct€ P™ for some r€R. Here r€ P, since r€é P, rect € P*!, b€ P™ 
is absurd. We obtain rc'€(B, P**') and hence Pc'C Pt! implies c'€e Ret = 
= (P, r)c'== (Pc', rc')S(B, P‘). Therefore we infer 
chic e" €(B, P™) PR” (BP) B 
and by (2) 
p'=(0 "PSB 
which contradicts the minimality of s. 


5. SUFFICIENCY will be a simple consequence of the above lemmas. . 
Assuming (i) and (ii) to hold, by Lemma 3 we obtain that A is the product 
of a finite number of its principal components A(P;). In case A(P;) cP; from 
Lemmas 2 and 4 it follows A(P;) = Pi (k; = 2), i.e. (1) holds. Since A can 
not have prime divisors other than P; (i= 1, 2,...,r), further A(P,) is evidently 
uniquely determined by P; and k; may be assumed to be chosen as minimal 
as possible, the unicity of (1) has been established. | 

There remains still to show the statement concerning the divisors of A. 
If ACBCR, then (i) and (ii) hold for B too (in place of A); consequently, 
we have B= Pj'Ps'...P,’. Here we may take without loss of generality 
0=l =k, considering that Pi’ = A(P,)S B(P) =P; 

This completes the proof of our theorem. 


(Received 1- February 1954) 
10 See Noetuer [6]. 
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OB OCHOBHOM TEOPEME TEOPHM KOMMYTATMBHbIX UJEAJIOB 
JI. PYKC (Byzaneuwr) 
(P e310 Me) 


Msi rogopum, 4To nfean A KOMMYTAaTHBHOrO KODA R yfoBneTBOpAeT OCHOBHOM TeO- 
peme TeopHu upeanos, ecau A foMyckaeT npepcrapnenne B Bue NpPOUsBeAeHUA MpOCTHIX 
aneanos P,, 

As Pits. Per’ (P.+ P;,, ecam i+ J), 
re CTeENMeHH NPOCTHIX HpAeanoB Pri OMHO3HA4HO ONpepenensi, u m060K ugean B (B> A) 
pasnaraeTca B npousBefeHne 
B= Pi... P” O<1,<k) 

(Tak, MBI He TpeGyeM OpHOSsHayHOCTH NMOKaszaTeneH. MoKasaTemu OyAyT OAHOSHAdHO 
SMpemeneHbI TOMBKO ECAH MbI TpeOyeM OT HHX TakWKe MHHMMabHOCTH.) ABTOPOM fOKa3bI- 
BaeTCA, YTO HEOOXOAMMOE HM AOCTATONHOe ycnoORHe AIA TOFO, yTOObI OCHOBHaHd TeOopemMa 
reopuu ueaoB BBINOAHANACh Ama quKcnposanHoro: ufeana A KOMMYTATHBHOrO KOMbUa R, 


JaeTCA CNeAyOWMMH AByMA TpeOoBaHHAMH: | 
(1) Brinonnsetca ycnopue MuHHManbHOCTH mod A Aaa HAeaMOB; 
(lI) Jaa aro6oro raapHoro Kommonenta! A(P,) uqeana A, ABAAWOWLerOCA HCTHHHBIM 


9 
onupeanom P., cnpapezmuBo TO, ¥TO MexKay P; H P; HeT [pyrux nyeaos. 
Ecau MbI noTpeGyem mM OfHOsHa4yHOCTH NOKasaTenen k;, TO MbI HOWKHEI TAOKE MpeA- 


1ONaraTb, 4TO 
(Ill) A(P,)-P; otrmmuno or A(P)). 


1 T]on, riaBHBIM KOMIIOHEHTOM A(P,) Mbr MOHHMaeM eae ath vie QNeMEHTOB X 
conbua R, AA KOTOPbIX MO)KHO HaliTH 3eMCHT b¢ P,, taxou, uT0 OXEA. 
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SIMPLE PROOF OF THE WEDDERBURN—ARTIN 
STRUCTURE THEOREM 


By 
T. SZELE (Debrecen) 
(Presented by L. Répe1) 


§ 1. Introduction ~ 


The two fundamental Wedderburn—Artin structure theorems which deter- 
nine the structure of simple resp. semisimple rings with minimum condition, 
lay a very important role in the development of modern ring theory. This 
an be seen even of the great many proofs of these theorems which arose 
n the first half of our century. [See e. g. the papers in the Bibliography at 
he end of this note]. The consecutive proofs grew more and more simple, 
nd they gave a deeper and deeper insight into the essence of the problem. 
‘he most important three stages of this development were the following: the 
iscovery due to E. ArTIN according to which the natural ground of this 
roblem is the theory of rings with minimum condition, and not only the less 
xtensive class of hypercomplex systems [1]; the introducing of the important 
oncept of a representation space due to E. NOETHER [10]; and finally, the 
eneral density theorem of C. CHEVALLEY and N. JACOBSON [see T. NAKAYAMA, 
Jber einfache distributive Systeme unendlicher Range, Proc. Imp. Acad. 
okyo, 20 (1944), pp. 61—66; furthermore [8] Theorem 6, and N. JACOBSON, 
ectures in abstract algebra, \I, Linear algebra (New York, 1953), p. 274]. 
he last gives also a far-reaching generalization of previous results, in par- 
cular a general theory of simple rings without finiteness assumptions [8], and, 
n the other hand, it makes possible a treatment of the classical theory of 
mple rings with minimum condition, which, by its clarity and transparence, 
an be regarded as absolutely perfect. This general density theorem of 
HEVALLEY and JACOBSON is one of the most precious pearls of modern 
athematics. We remark that independently of JAcoBsON, J. DIEUDONNE [6] 
so succeeded in obtaining a far-reaching generalization of the classical 
eory of simple rings and in deriying results essentially similar to those of 
\COBSON. 

In his paper [4], following the method in [8], E. ARTIN obtains a very 
ief and elegant proof of the classical structure theorem of simple rings with 
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minimum condition from the general density theorem of CHEVALLEY and JACOBSON, 
no idempotents, no Peirce decompositions, and, in general, no non-invariant 
systems and methods being required for the proof. It is also remarkable that 
this new method of proofs makes no use of the fact that the ring under con- 
sideration contains an identity, whereas in the classical proofs it was neces- 
sary to show this previously. In this note we shall show, with an argument 
of essentially the same simplicity and using as little technicalities, 
that from the general density theorem the classical structure theorem of 
semisimple rings can also be deduced. We believe that, in view of the im- 
portance of the problem, such a little remark can also be perhaps of some 
interest, e. g for lecture purposes. Of course, the extensive theories worked 
out by JACOBSON and DIEUDONNE yield the mentioned classical theorem as a 
simple special case (see [9], pp. 315—316, and [6], p. 59), this way however 
is not the simplest possible, for it requires deeper results and not fully ele- 
mentary concepts. One can consider also an elementary proof obtained by 
combining the proof in [4] with the classical method of reducing the case of 
semisimple rings to that of simple rings (see e. g. [3], pp. 27—31); such a 
treatment, however, would be methodically inhomogeneous. Thus it may be 
perhaps not superfluous to publish the following proof in § 3 which is tho- 
roughly elementary and methodically conformable to the general density the- 
orem, making use only of the most well-known basic concepts of the theory 
of rings and operator modules. In § 2 we give, for the sake of completeness, 
a proof of the general density theorem of CHEVALLEY and JACOBSON. 


§ 2. The general density theorem of Chevalley and Jacobson 


In what follows we consider a module (i. e. an additive abelian group) 
V which admits an arbitrary ring R as right operator domain. (We write all 
occurring operators on the right in order to avoid anti-homomorphisms.) 
suppose that VR=+-0 (i. e. R operates non-trivially on V), and that V is an 
irreducible R-module, i. e. O and V are the only R-submodules of V. We 
denote the elements of R by a, 6, and the elements of V by x, y. 

With each element a€R we associate the endomorphism 


(1) x—xa (x€ V) 
of V. This correspondence is obviously a homomorphism 
(2) R~L 


of the ring R onto a subring L of the endomorphism ring of V. Now, we 
shall see that the ring 4 consisting of all R-endomorphisms of V — i. e. the 
ring of all endomorphisms which commute with every endomorphism (1) — 
is a skewfield, relative to which V can be regarded as a right vector space. 


1 An operator module is called a vector space if the operator domain is a skewfield! 
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The typical element of 4 will be denoted by «. Since, by the definition of 
A, every endomorphism (1) commutes with any @€d, i. e. 

(X,@, ++ Xette)a = (x,a)a, + (x,Q) a, MEV, a4 €4, AER), 
we conclude that each element a of R induces a linear transformation (1) of 
the vector space V over 4. The general density theorem of CHEVALLEY and 
JACOBSON states the very important and Surprising fact that — even under 
the above weak hypotheses (see* below) — the ring L consisting of the linear 
transformations (1) of the J-space V is dense? in the following sense: for any 
two finite ordered sets of vectors 


(3) X1, Xa, .- +, Xn; Viz Voy 000, Yn 
such that the x’s are linearly independent over /, there exists an a€R such 
that x;a=y; (Xi, € V; i=1,2,...,n). In fuller detail: 


THE GENERAL DENSITY THEOREM OF CHEVALLEY AND JACOBSON. Let V 
be an irreducible R-module over an arbitrary right operator ring R such that 
VR=+0.? Then 

1) V is a right vector space over a skewfield 4 which consists of all 
endomorphisms of V commuting with each endomorphism (1) (i. e. of all 
kR-endomorphisms) ; 

2) the ring L consisting of the linear transformations (1) of the vector 
space V over A is dense; 

3) if R satisfies the minimum condition on right ideals, then the vector 
space V is finite-dimensional over 4, and so L consists of all linear transfor- 
mations of V. 


Proor. The content of statement 1) is essentially the same as that of 
ScHur’s lemma which can be proved in the usual way. (Here there is made 
no use. of the condition VR + 0.) It is obvious that theset J of all R-endomor- 
phisms of V is a ring with identity. Now let «=-0 be an arbitrary element 
of 4. It is sufficient to show that @ is an automorphism of V, for then the 
inverse mapping «-! is clearly also an R-endomorphism of V, i. e., @*€4. 
Now, by the commutativity of « with the elements of R, the kernel of the 
endomorphism « is an R-submodule of V which is different from V; hence 
this kernel is zero. Again from the mentioned commutativity we infer that 
the image module Ve is an R-submodule of V which is not zero; thus 
Va =V, completing the proof of the statement that « is an automorphism 


and so 4 is a skewfield. 
The validity of the statements 2) and 3) will follow immediately from 


the following 
2 L is actually dense in the sense of the finite topology for linear transformations. 


3 It may be noted that the only essential hypothesis is the irreducibility of V, for 
this implies VR + 0 apart from the uninteresting trivial case in which the order of the 


‘module V is a prime number. 
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“Lemma. Let X,,%:,-..,%n be linearly independent vectors of V over 4. 
Then there exists an element a€ R such that 
(4) Xia =... = Xe-102=0, 
(5) Xa = 0. 


Before proving this lemma, we show that this implies statements 2) and 
3) of the theorem. Let / be the set of all elements a€RF satisfying (4). Then 
J is'a right ideal in R, and, by the Lemma, x,/=-0. On the other hand, 
x, J is an R-submodule of V, so that x,/—V. Consequently there exists: an 
element a, €/ for which 


Xin = 66. == Xn-1An =O, XnQn— Yn 


holds. Similarly we can determine elements a; with analogous properties for 
each index i=1, 2,...,n—1 (instead of nm), and thus we obtain that the 
elementa=a,+a,+...-++a, satisfies the requirements x;a = y; (i= 1,2,..., 2) 
for the prescribed vector systems (3). So we have shown that the linear trans- 
formation ring L is dense. 

In order to prove statement 3) we show that-if V is infinite dimensio- 
nal over 4, then R does not satisfy the minimum condition (on right ideals). 
Indeed, let x,,X.,...,Xn,... be an infinite set of linearly independent vec- 
tors of V over 4. We denote by /,-1 the right ideal of R consisting of all 
elements a€R which satisfy (4). Then, by the Lemma, /, is a proper subset 
of Jn-1, $0 that Jp DJoD...DJ/,D... is an infinite strictly descending chain of 
right ideals in R. Hence R does not satisfy the minimum condition.’ 

Thus, there remains only the Lemma to be proved. First let n—1. In 
this most simple case we have to show that x,R + 0. Suppose the contrary: 
x,R=0. Since, by hypothesis, x, == 0, the set of all. vectors x€ V_ satisfying 
xR=O is a non-zero R-submodule of V and hence equal to V. Then, how- 
ever, VR=0, in contradiction to the hypothesis VR 4-0 (and this is the only 
place in which we make use of this hypothesis). 


Now let n> 1, and suppose, by induction, that the Lemma is true for 
n—1 instead of n. Let J be the set of all elements a€R such that 


(6) Xa= i =a eG) 


(In case n=2 we take J—R.) Clearly, J is a right ideal in R and so 
Xf is an R-submodule of V. Now, by our induction hypothesis, there 


exists an element a¢/ such that x,1a + 0. Therefore x,.1/=+:0, i. e., by the 
irreducibility of V, 


(7) Keep fe, 


Owing to the definition of J (see (6)) we have only to show that there exists 
an element a such that 


(8) aé/, Xa-10e= Q; xa 0: 
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Suppose this is not true, i. e. for every element a€J the validity of 
X-1€==O implies x,a—0. Then it is easy to show that the mapping 
(9) X =Xn-18—>X,a (aéJ, x€V) 
is an R-endomorphism of V.-In fact, (7) assures that (9) is a mapping of 
the whole module V into itself. This mapping’ is, moreover, single-valued. 
For if x= X,1€=X,1a' (a,a'€/), then x, (a—a’)=0 which implies by 
hypothesis x,(a—a’)=0, i.e., x,@a=x,a’. It is also clear that our mapping 
is an endomorphism; that it is an R-endomorphism follows from the fact that 
J is a right ideal in R. Now, since the mapping (9) is an R-endomorphism 
of V, it is (by the definition of 4) a scalar multiplication by a suitable ele- 
ment «€4. This means that 


Xn == (Xy-1 4): = (Xn-1@) 0, 


7 e. 
(10) (Xn—Xn-1@)a =0 ; 

holds for every element a€/. From this fact we infer that the n—1 vectors 
(11) CO oe a eine ae tear any: 


cannot be linearly independent. In fact, if the vectors in (11) were linearly 
independent over 4, then our induction hypothesis would imply the existence 
of an element a€FR satisfying (6), i.e. a€J but not satisfying (10). Thus we have 
obtained that the vectors in (11) are linearly dependent which is impossible 
since X,,X:,...,X, are linearly independent. This contradiction establishes 
the existence of an element a with properties (8), thus completing the proof. 


§ 3. The Wedderburn—Artin structure theorem 


In what follows the minimum condition (briefly m. c.) refers always to 
the right ideals of the ring mentioned. 
Now we are going to prove on basis of the density theorem the following 


WEDDERBURN—ARTIN STRUCTURE THEOREM. Any ring containing no nil- 
potent right ideals and satisfying the minimum condition is isomorphic to a 
direct sum of a finite number of rings (two-sided ideals) each of which is 
isomorphic to the complete ring of linear transformations in a suitable finite- 
-dimensional vector space over a skewfield. . 


REMARK. From this theorem the second Wedderburn—Artin structure the- 
orem follows easily: Any simple ring with m. c. is isomorphic to the ring of 
all linear transformations in a finite dimensional vector space over a skewfield 
or is a zeroring with p elements (p a prime). — Indeed, this is an immedi- 
ate consequence of the preceding theorem if we shall show that a simple 
ring R containing a nilpotent right ideal J is necessarily a zeroring. But this 
is clear since the two-sided ideal R/ cannot coincide with R (for RJ —R 


ft 
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implies RJ" =R, n==1,2,3,... in contradiction to the hypothesis that / is 
nilpotent). Therefore R/O and so R contains right annihilators +0. But 
the set of all right annihilators is a two-sided ideal in R which must coin- 
cide with R. Hence R?—0, i. e., R is a zeroring. , 


Proor. Let R be an arbitrary ring satisfying the m. c. and containing 
no nilpotent right ideal. Let V-+-O be a minimal right ideal in R. Then V 
is an irreducible right R-module. Also it is clear that VR=-0, for VR=0O 
implies V?=0 which is impossibie by the non-nilpotency of V. Therefore it 
follows from the general density theorem that 


V is an n-dimensional vector space over a skewfield 4 and the ring L 
of linear transformations (1) of this space induced by the elements a€R coin- 
cides with the complete ring 4, of all linear transformations in this space. 

So we have by the homomorphism (2) 

(12) R/K= 4, 

where the kernel K of this homomorphism is a two-sided ideal in R con- 
sisting of all right annihilators of V (i. e. of all elements 6 € R such that 
Vb==0). . 

In what follows we have only to show that a direct decomposition 
(13) R=R,+K 
holds with a suitable two-sided ideal R, in R. Namely this implies that R 
is a direct sum of a ring R, isomorphic to R/K= 4, and of a ring K which 
again satisfies the m. c. and contains no nilpotent right ideals. Thus a simi- 
lar direct decomposition holds also for AK and this process leads, by the m. c., 
in a finite number of steps to a decomposition of R stated in the Wedder- 
burn—Artin theorem. 

The validity of the decomposition (13) can be proved for the two-sided 
ideal RVR, of R. First it is clear that the intersection D—RVNK is 
zero. For D is a two-sided ideal in R and we have, by the definition of k, 

D’=D-D&(RV)-K=R-(VK)=R-0=0 
and thus D=0. On the other hand, the direct sum- 
(14) RV+K 
cannot be a proper two-sided ideal in R. Indeed, in the contrary case alsq 
the residue class ring (RV+K)/K would be a proper two-sided ideal ob 
RK. This, however, is impossible since, by (12), R/K is a simple ring, anc 
(RV-+-K)/K=0 would imply RVGK, i.e. (since RV K=0) RV=0 anc 
so V’2RV=0. This contradiction completes the proof. 


(Received 14 February 1954) 
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MIPOCTOE JIOKASATEJIbCTBO CTPYKTYPHOM TEOPEMBbI 
BEJJIEPBOPHA—APTVUHA 


T. CEJIE (Jje6peuen) 


(Pe31 Me) 


ABTOp O4eHb MpOCTbIM CNOCOOOM BbIBOAUT u3 COWEN TeopemEI MOTHOCTH /] *K e KO 6- 
coua [8] kaaccuyeckyto crpykTyprxyto Teopemy BeaaeposapH a—ApTuHa, COOTBeT- 
CTBEHHO KOTOPOH KOMbILO He COMePKAalee HUAMOTCHTHBIX NpaBbIx MACaIOB UM YAOBACTBOPA- 
roulee +yCAOBHe MHMHMMyMa JA MpaBbix UAearoB u3OMOppHO NpxaAMOM CyMMe KOHe4HOTO 
uncna KONE, KaKIOe U3 KOTOPHIX HSOMOPPHO NOAHOMY KONbUY JIMHEMHEIX MpeoOpasoBanni 
HEKOTOPOrO BEKTOPHOFO MpOCTpaHCTBa KOHEYHOM PasMePHOCTH Ha, KOCHIM NOCM. 
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UBER DIE KONVERGENZ DES HERMITE—FEJERSCHEN 
INTERPOLATIONSVERFAHRENS 


Von 
GEZA FREUD (Budapest) 
(Vorgelegt von P. TurAn) 


Einleitung 


Es sei w(x)€L eine in (—1, +1) definierte nichtnegative Gewichts-- 
funktion, und { p,(x)} sei die Folge der zu dieser Gewichtsfunktion gehorigen 
normierten orthogonalen Polynome. Die Wurzeln von p(x) seien Xin, Xan, +.) Xnn-. 
Die zu diesen Grundpunkten gehorigen Hermite—Fejérschen interpolatorischen. 
Grundpolynome seien 


(1). Pym (X) == Vin (X) Lien (X) 
und 
(2) Dien (x) cs (X— Xin) fp (x), 
wobei 

: bia P(X) 
Bet She ban 2) = Cain) (Xin) 


die zum Punkte xy, des Grundpunktsystems (Xin, Xan, .-.,Xnn) gehdrige: 
Lagrangesche Grundparabel bedeutet, es ist ferner 


ou Dn (Xin) (X—Xin). 


(4) Uen(X) = 1 DilXen) 


Infolge der Definition der interpolatorischen Grundpolynome besteht fiir ein 
beliebiges Polynom héchstens 2n—1-ten Grades Men-1(X) die Relation 


(5) T2n-1(X) — ps Tn-1(Xkn) Fn(X) + TE3n-1 (Xun) Dien (x).: 


Im folgenden sei f(x) eine in (—1, +1) definierte Funktion, und es soll die 
zugehorige Interpolationsfolge ti 


(6) H,,(f; xX) = Da I (Xin) Aien(X) + s dun Dun {X) 


betrachtet werden. Hierbei sind {d,.} vorgeschriebene Zahienwerte, die be- 
stimmten Beschrankungen beziiglich ihrer GréBenordnung unterworfen sind,. 
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sonst aber beliebig wahlbar sind. Somit ist H,(f;x) das Polynom héchstens 
2n—1-ten Grades, dessen Wert an den Stellen x,, mit -f(x) tbereinstimmt, 
und dessen Differentialquotient an denselben Stellen die vorgeschriebenen 
Werte dy, (kK = 1, 2,..., 2) annimmt. Die ersten Untersuchungen iiber Inter- 
polationsfolgen dieser Art stammen von L. FEJER ((4], [5], [6], [9]). 

Nach FejéR nennen wir eine Grundpunktfolge normal, falls fiir jedes 
und n im ganzen Interpolationsintervall (—1, +1) 


(7) Ukn (x) = 8) 
besteht, und streng normal, falls sogar 
(8) Vin(X) =o >0 


besteht, wobei e von k und n unabhangig ist. L. Fejer [7] zeigte, dah die 
Jacobischen Polynome, die zur Gewichtsfunktion w(x) = (1—x)* (1 +x)’ ortho- 
gonal sind, eine normale Punktgruppenfolge bilden, falls —1 <¢,?= 0 giiltig 
ist, und eine streng normale Punktgruppenfolge, falls sogar —1 <a,p<0 
_ gilt. FEJER selbst untersuchte hauptsdchlich die Falle, wo die Grundpunkte 
als Nullstellen der Tschebyscheffschen («@ =@=——'/.), bzw. Legendreschen 
Polynome (@ = $= 0) gewdhlt werden. Im Tschebyscheffschen Fall zeigte er, 
daB die Folge H,,(f;x) in (—1, +1) gleichmaBig gegen die beliebige stetige 
Funktion f(x) konvergiert, falls die Folge der Deriviertenwerte in k gleich- 
maBig der Ungleichung 

Sell ] 
”) Lata ary 
geniigt. Er zeigte ferner, dai die Konvergenz in jedem inneren Teilintervall 
von (—1, +1) auch noch dann besteht, falls als Grundpunkte die Nullstellen 
der Legendreschen Polynome gewdahlit werden, und die Zahlenfolge {dyn} 
beschrankt ist. Spater zeigte L. FEJER [9], daB auch fiir ein beliebiges normales : 
Grundpunktsystem H,,(f; x) — f(x) gilt, falls die Folge dj, von f(x) abhangig ; 
passend gewdhlt wird. An die Arbeiten von L.FEejER anschliefend, zeigtt 
G. GRUNWALD [13], daB die H,(f;x) in jedem inneren Teilintervall von 
(—1, +1) gleichmafig gegen die stetige Funktion f(x) konvergieren, falls die 
Grundpunktfolge normal ist und die Zahlen {d;,} beschrankt sind. Ist die 
Grundpunktfolge streng normal, dann ist die Konvergenz im ganzen abge- 
schlossenen Intervall [—1, +1] gleichmafig. Er zeigte sogar, daB in diesem 
Falle die Beschranktheit der din durch |dyn| < An®‘ ersetzt werden kann, wo 
die in (8) auftretende positive Zahl ist. Fiir Jacobische Polynome, aber auch! 
fiir die Falle «>0, @>0, wurde die Konvergenz der Hermite—Fejérschen 
Interpolationsfolge von G. SzEGO [16] und J. SHoHAT [15] bewiesen. Prof 
P. TURAN hat in persénlichen Besprechungen die Frage aufgeworfen, ob mar. 
nicht auf die Konvergenz von H,(f;x) schlieBen kann, falls man die Grund- 
punkte {Xin} in der schon auseinandergesetzten Weise als Nullstellen de 
Orthogonalpolynome p,(x) wahit. Im folgenden bezeichnen wir die Interpola 
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ionsfolge in diesem Fall kurz als die ,,zu w(x) zugeordnete“. Zur Orientierung 
Jemerken wir, dai L. Feyér [7] das Bestehen von (7), bzw. (8) fiir bestimmte 
Jacobische Polynome mittels der linearen Differenzialgleichung zweiter Ordnung 
9ewiesen hat, welcher diese Polynome geniigen. Andererseits ist die Frage, unter 
welchen Bedingungen die { p,(x)} einer solchen Differentialgleichung geniigen, 
zur Zeit unentschieden. Es muf also eine wesentlich verschiedene Beweis- 
methode aufgebaut werden. Fiir eine allgemeine Gewichtsfunktion war bis 
jetzt auch die einfachere Frage unbeantwortet, ob H,.(f; x) konvergiert, falls 
f(x) stetig differenzierbar ist und dyn =f’ (Xin) gewahlt wird. 

Nach einer persénlichen Mitteilung von Prof. P. TuRAN, konvergieren 
Jie Hermite—Fejérschen Treppenparabeln gegen jede stetige Funktion f(x), 
alls die Funktion w(cos6)sind—g(#) in O=6=~- gleichmafig einer 
ogarithmischen Lipschitz-Bedingung mit einem Exponenten @>1  geniigt. 
Der Beweis beruht auf S. N. BERNSTEIN’s [1] asymptotischer Formel fiir die 
Orthogonalpolynome p,,(x). 

Im weiteren sei vorausgesetzt, daB die Folge der Orthogonalpolynome 
in einem inneren Teilintervall (@, 6) von (—1, +1) beschrankt ist: 


10) | |Pn(x)| = K (@=x=6). 
Ferner soll die Folge {d;,,} immer so gewahlt werden, da die Abschatzung 
( TOT 60 ae ey 
log n 
(11) din = 


a 3 
oe Min eet fiir alle Xin 
| (; LX ) 


gleichmafig in den x;, besteht. 
Wir werden die folgenden zwei Satze beweisen: 


Satz I. Die Gewichtsfunktion w(x)€L sei im ganzen abgeschlossenen 
Orthogonalitatsintervall [—1, +1] stetig und positiv, ferner geniige w(x) in 
@, 8) gleichmdBig der logarithmischen Lipschitz-Bedingung 


1 
12) w(X,) — W(X.) = 0 (log 4}. 


Dann konvergiert die Hermite—Fejérsche Interpolationsfolge (6) an der Stelle 
S(a2<&</) gegen f(6), falls f(x) eine an den drei Stellen 5, —-1, +-1 stetige, 
n (—1, +1) beschrankte Funktion ist. Ist f(x) im ganzen Interval (@, 8) 
tetig, dann ist die Konvergenz der Interpolationsfolge in jedem inneren Teil- 
ntervall von (a, 8) gleichmdpig. 


SATZ Il. Es sei 
13) ; O0<m=w(x)=M 1 Sxs+)). 


ie Funktion f(x) sei im abgeschlossenen Intervall [—1, +1] stetig, geniige 
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in (a, 8) gleichmdpig der logarithmischen Lipschitz-Bedingung. 


(14) f(x%)—f%) = 0 [log al (@=%,% = 8). 


Dann konvergiert H,(f;x) in jedem inneren Teilintervalle von (a, 8) gleich- 
mapig gegen f(x). 

Es sei bemerkt, daB eine Ungleichung der Form (13) wegen der Stetig- 
keit und Positivitét von w(x) auch aus den Voraussetzungen des Satzes | folgt. 


I. Eine Verallgemeinerung der Cotesschen Zahlen 


Wir bilden aus den zu w(x) gehdrigen orthogonalen Polynomen die 
Linearkombination 


Pi(X, §) = Dn-s(§) Pn(X)—Pn(E) Pn-1(X)- 
Vorlaufig sei pn-i(&)== 0, und die nm Wurzeln in x von p;(x,§) seien 
x1, X3,..., X,. Eine dieser Nullstellen ist x} —§&. Die zum Grundpunktsystem 
{xt} gehdrigen Lagrange-Parabeln seien /{,,(x), §.(x),..., [in(x), und es seien 
die Bezeichnungen 


[odd = LOS): fu (x, 5) w(x) dx = 2,(6) 


eingefiihrt. Im folgenden nennen wir /,(x,&) die zur Stelle € gehdrende 
Lagrange-Parabel, und 42,(§) die zur Stelle § gehérende Cotessche Zahl. Es 
S€i 72n-2(x) ein beliebiges Polynom 2n—2-ten Grades. Nach einer klassischen 
SchluBweise von C. G. J. JAcoBi gilt als Verallgemeinerung der mechanischen 
Quadraturformel von GAuss und JACOBI 

+1 + 


1 
(15) | I2,-2(X) w(x) dx = = stay 2(3%) | fa) w(x) dx, 
2% = ; . 

wobei 


+1 +1 
(16) | EG) wed) dx = | R(x) w(x) dx > 0 
= | =] 
giiltig ist.‘ Die Positivitat von (16) wurde von L. FEeyéR [8] gezeigt. 
Also ist 


+1 


(17) aE) = | n(x, 8) w(x) dx = | 208 w@ dx >0. 
-} 


=1 


Ferner erhalten wir unmittelbar aus (15) und (16), daB 2,(&) das genaué 
Minimum des Ausdruckes | 


‘ Vgl. etwa meine Arbeit [12], Hilfssatz I. 
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i [t.1(0)P w(x) dx 


angibt, falls zr,-1(x) alle Polynome n—1-ten Grades durchlauft, die der Neben- 
bedingung z,1(§) = 1 geniigen. 
Es sei sogleich bemerkt, daB man aus (15) und (16) auch die etwas 
scharfere Behauptung abliest, dag 2,(£) das genaue Minimum von 
+1 
| FU2n-2(X) w(x) dx 
at 
bedeutet, falls 72,-2(x) alle Polynome héchstens 2n—2-ten Grades durchlauft, 
die im ganzen Intervall [—1, +1] nichtnegativ sind und der Forderung 
tn-2(§) = 1 geniigen. 
Dieses Minimumproblem wurde von G. SzEG6 [17], ferner von P. ERpOs 
und P. TurAn [3] eingehend untersucht. Nach G. SzEGO? gilt 


1 (14 1 
(18) An(§) Sa Pa eee : , , 
— 2 Qn-1 Dn) Pn-1(§)—Pn-1(8) Di (§) 
= Pi(6) 


Die rechtsstehende Identitaét folgt aus der Summenformel von CHRrISTOFFEL— 
DARBOUX; @, bedeutet den Koeffizienten von x" in p,(x). Somit haben wir 
die Cotesschen Zahlen n-ter Ordnung der Gaufi—Jacobischen mechanischen 
Quadratur zu einer stetigen ,Cotesschen Funktion* n-ter Ordnung 2,,(§) verall- 
“gemeinert, die nicht nur an den Nullstellen von p,(x), sondern auch an jeder 
reellen Stelle § definiert ist. Fiir pn-1(§) =O sei wegen (18) 2,(§&) = Ani (6), 
Falls w(x) = W(x) ist und 4,(§) die zu W(x) zugeordnete Cotessche Funktion 
n-ter Ordnung bedeutet, folgt aus der Minimumeigenschaft 


dn() = An(6). 

Diese Ungleichung wurde zuerst von P. ErDds und P. TuRAN [3] erkannt und 
auf interpolationstheoretische Fragen angewandt. Infolge (18) ist 4,,(6) differen- 
zierbar, und es gilt 
F An) P(E) Pos (6) Pw (5) Pal) 

An (é) De (5) Pn-1(5) = Da-1 (3) Dn(S) 
Ist nun Xz, eine Nullstelle von p,(x), so besteht die Beziehung 
7 An(Xen) Pu (Xen) 


(19) Fs) Sd Sin) 


Die Formel (19) ist die Grundlage unserer Uberlegungen; mit ihrer Hilfe 
erhalten wir eine Abschatzung von v(x). 


2 [17], Theorem 3. 1.3, S. 38. 


’ 8 Acta Mathematica 
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ll. Uber einige Satze von P. Erdés und P. Turan 


Der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die interpolationstheoretische _ 
Arbeit von P. Erpés und P. TurAN [3]. Wir zitieren kurz die Resultate dieser 
Arbeit, und werden sie in einigen Punkten erganzen. Mit Hinsicht auf die 
Minimumeigenschaft von 4,(5) gilt 


(20) nO== 

Ss fin) 

Pea din 

Infolge der Minimumeigenschaft von 4,(&) und w(x)=m->O besteht gleich- 
mafig in jedem inneren Teilintervall von (—1, +1) 

n 2 
(21) >) — om). 

| kn 

Aus w(x) = M folgt, da& es eine nur von A abhangige positive Zahl c,(h) 
gibt, fiir welche 


- 


(22) ope (—14+h < Xm <1—A) 


erfiillt ist. Aus (21) und (22) folgt 
HILFSSATZ I. Es gilt 
(23) >) a(x) O(N), 
h 


el 
| Xkn| << 1- 


wobei (—1-+-h, 1—h) ein festes inneres Teilintervall von (—1, +1) ist, und 
(23) gleichmdBig in x fiir jedes innere Teilintervall von (—1, +1) besteht. — 


P. Erpés und P. Turan [3] zeigen ferner, dai es infolge (13) positive 


Zahlen c,(f) und c(h) gibt, so das fiir zwei benachbarte, in (—1-+ A, 1—A) 
fallende Nullstellen x;,., und x;41,, die Ungleichung 


a(h) cx() 
(24) oe 


= Xxrt1,.n—— Xk S 
n +1,n kn 


: 


befriedigt ist. 
HILFSSATZ II. Es gilt 


(25) 2,(8) = 100M es 4 a] 


\ 


Bewels. Infolge der Minimumeigenschaft von 2,,(&) gilt 
(26) 4,(§) = M A,(§), 


wobei 4,(5) die zur Gewichtsfunktion W(x)==1 gehdrige Cotessche Funktion | 
n-ter Ordnung bedeutet. 
ES: sei 


(27) Won-2(cos 9) = g(O—9)+2(O+9), 
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wobei §&=cos¥#, Ox %<a ist, und 


3 2 
5M ae 2:an(2n°+1)\ . ¢ 
gry 


die Jacksonsche Kernfunktion ist. (Vgl. D. Jackson [12].) Nach dem Approxi- 
mationssatze von D. JACKSON erhalten wir, indem wir es auf die Funktion 


sin@ fiir 0=W=7, 
0 fir —7z7=@=0 


anwenden, die einer Lipschitz-Bedingung mit dem Exponenten 1 geniigt: 


A(@) = 


ri 


(28) | {[1e(@—9) +2(0+ 9)] sin OdO— sin F | < = 
5 
Es gilt infolge (27) 
4 1 
(29) Won-2($) = g(0) > — a 


Das Polynom 7t2n- = Yan. 2(x) ist-in [—1, +1] nichtnegativ und an der 


Stelle & ist zten- Aah = 1; also ist infolge des Minimumprinzips und (28) 


+1 


A,(§) = (enor se 2 Jteo—» + (0+ 9)] sin $49 < 


- (30) 
. 7 {sin 9-4 12) 7TV1—é ,. 84 


eee nt RP 


~ Wegen (26) und’ (30) ist (25) erfiillt. 


Ill. Ein Prinzip zur Abschatzung von Polynomen vorgeschriebenen 
Grades 


Der foipené Satz stammt von S. N. BERNSTEIN [1]: Es sei ,(x) ein 


Polynom n-ten Grades, in (—1, +1) sei 
| 1 


1 —x? 


| tn(x)| = 


, 


dann besteht auch die Abschatzung 
l7,.(x) n+. 
Wir wollen ahnliche Satze fiir eine recht allgemeine Klasse von Majoranten- 


funktionen beweisen. Diese verallgemeinerten Abschatzungen werden sich im 
weiteren als duferst niitzlich erweisen. Der-Betrag des Polynoms 7,(x) n-ten 


= 2 D 
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Grades habe in [—1, +1] eine Majorante (x): 

(31) |7n(x)| = & (x) (—l=x=+1). 
Hierbei soll «(x) nicht notwendigerweise an jeder Stelle von [—1, +1] end- 
lich sein, doch seien die Unendlichkeitsstellen von «(x) in endlicher Anzahl, 
und u(x) sei beschrankt auf jeder Punktmenge, die aus [—1, +1] entsteht, 
indem man von diesem Intervall beliebig kleine Umgebungen der Unendlich- 
keitsstellen ausschliefit. Unter diesen Bedingungen kann fiir den Betrag aller 
Polynome, die (31) befriedigen, eine einheitliche, nur vom Grade n und der 
Beschaffenheit von «(x) abhangige Schranke angegeben werden. Das Maxi- 
mum des Betrages von zz,(x) in [—1, +1] sei 4#o—=|2t,(Xo)|. Nach dem Satze 
von MARKOFF gilt |:7.(x)| = nu in [—1, +1]. An den Stellen x,, die in 
[—1, +1] und sogleich in oe 4+ | fallen, ist also infolge des 
ersten Mittelwertsatzes 


oe u 
| 70 (Xo) —2Tn(X1) | = On? i oe 
also |zt,(x,)| = und endlich 
by S 2| 74 (%)|. 


Hieraus folgt folgender Satz: 


_Hitrssatz Illa. Es sei /,€[—1, +1] ein Intervall von der Lange = P 
ferner sei u*(I,) die untere Grenze von u(x) in I, und us die obere Grenze 


aller u*(I,). Dann besteht fiir jedes Polynom héchstens n-ten Grades, das (31) 
befriedigt, die Abschdtzung 


| 7n(x)| S 2uo. 
Eine ahnliche Abschatzung erhalten wir, wenn wir statt des Satzes von 
MARKOFF den Satz von BERNSTEIN iiber den Betrag der Derivierten eines 


trigonometrischen Polynoms anwenden. Es sei t,(x) ein trigonometrisches 
Polynom héchstens n-ten Grades, und es sei 


(31a) |tn(x)| S (x), 
wobei (x) eine nach 21 periodische Funktion ist von derselben Beschaffen- - 
heit, wie ««(x). 
HILFSSATZ IIIb. J, sei ein beliebiges Intervall von der Linge + und | 
v*( Jn) = inf v(x), ferner sei v= sup 7*( Jn). Dann folgt aus (31a) 
: |c.(x)| = 2r%. 


Da :1,(cos@) ein trigonometrisches Polynom hochstens n-ten Grades: 
ist, folgt aus Hilfssatz IIIb folgender Satz: 
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_HILFSSATZ IlIc. Es sei 
e"©—= infu’) 


erie 


und 
uy” = sup u**(6), 
= 


falls & alle Werte durchlduft, fiir die s + —— BY =1 besteht. Dann folgt 


aus (31) 

nx(2) = yi (lex = 1), 
Man mu nur beachten, daB aus E—cos.%, & —cos # a [§—&|= 
1— __ sin 
a7 a ferner O= 9, ¥ = a folgt, daB | *—.9 | = —— besteht. 
Als erste Anwendung dieses Satzes betrachten wir eine eae T(x), 
die den Forderungen des Satzes II geniigt, also in [—1, +1] stetig ist, und 
in (a, 8) der Lipschitz—Dini Bedingung (14) geniigt. Es gibt eine Polynom- 
folge {qn(x)} (z. B. die Jacksonschen Approximationspolynome von f(x)), 
wobei qg,(x) héchstens den Grad n hat, so da® die stetige Funktion f(x) in 
{[—1, +1] durch die g,(x) gleichmaBig approximiert wird, und in jedem 
inneren Teilintervall von (@, #) 


(32) fe)—ante) =0 (5b | (e<x<3) 


besteht. Unter diesen Voraussetzungen werden wir q;,(x) abschatzen. Zuerst 
sei x€(a, @), dann folgt aus (14) und (32) 


Qn(X)—Gn(%) |__| F(X) — F(a) 1 ee 
ae vos: eee SE = ix—x,| g Gaa)= 


= sep } o(tog-' eae Fal ; 


Die Gréfenordnung der rechten Seite ist fiir cin beliebiges festes posi- 


| also gilt infolge Satz IlIc, da 


, c : n 
tives c, und |x—x,| er gleich ola 


Wake) ein Polynom n—t1-ten Grades in x, ist, 

n , ; 
(33) | gn(x) =0 ea] (@<x<f)_ 
gleichmaBig in jedem inneren Teilintervall von (a, @). Andererseits gilt far 
jedes x in [—1, +1] 


Qn(X)—Qn(%1) 
x—xX, 


I ” 
ol), 
| |x—xX,| (1) 


ie —f(%) 
rox, 
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und somit erhalten wir aus den Satzen IIa und IIIc 


oleae | 
(34) veo} fre 
o(n’) 
gleichmabig in [—1, +1]. (34) kann auch mit einer einfacheren eleganten 
SchluBweise erhalten werden, die zuerst von L. FEJER [10] in seiner Unter- 
suchung tiber die Konjugierte einer trigonometrischen Reihe angewandt 
wurde. Doch kann in dieser Weisé (33) nicht bewiesen werden. 


IV. Abschatzungen fiir die Wellenparabel 
HitrssaTz IV. Es gilt gleichmapig in x 


(35) S_fxoamlée) — 0[ PE") 


| x- apy | <6 


fiir jeden festen inneren Teilintervall von (@+-20, 8—20). 
BeEwEIs. Wie ich in einer vorigen Arbeit zeigte [11], besteht die Identitat 


— Cn -1 Pn-1(Xkn) Pn(X) 
(36) Lin (x) Qn Rin a ase ad ae , 
wobei 
(37) ee tl 


n 


gilt. xj, und xj41,, seien die zu x nachstliegenden Nullstellen von p,(x); dann 
folgt aus (25) und (10) 


(38) x—Xan|Ba(x) < O (4) sg ppt 
ae kn | Len (X) n° BPS Freres vt 
| x—Xn| bin (X) + |x— 25541, |Get, n(X). 
Hier miissen bei der Summation >” die Glieder mit kj und k=j+1 
weggelassen werden. Aus der linken Seite von (24) erhalten wir | 


ar 1 = 
2 Peery fo. VvC,/hA 
und aus (23) und der rechten Seite von (24) 


= O(n log n) 


|x—Xjn| n(x) + |x—X;}41, alta n (x) == () (2 A 
und hieraus folgt (35). 
HILFSSATz V. Es sei 


n 
(39) |Yen| SC, —————_ und |¥un| Sc, n?: 
Bae, yx | = P haed 
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dann gibt es eine von n unabhingige Konstante c,, so dap die Ungleichung 


(40) | 2 Tonlin(| < Lae 
besteht. . kn 
BEwEIs. Infolge (10), (36) und en cil 


M2. 4 Yn | bin (20) +, = >, \Vien |Ain De - 1(Xien ); 
|z-ap,, |> 


wegen (39) und aa ee Hl is [Yin |arn S 200 Mc; somit erhalten wir 


= ; 200 
>, |euldin (2) = eee DOEAe Gare 
| 2-Zey 
+1 
— 200M K? | pe-a(x)w(x) dx = ae fg 
af 


V. Abschatzungen fiir die Treppenparabel 
HILFssaTz VI. Es gilt 


hn (Ris )| n? 
4] mit : 
( ) Fie = C6 1 sme 
und 
(42) | ae) | = Cy n! ’ 

kn 


wobei c, von k und n unabhdngig ist. 
Bewels. Nach dem Lemma von P. Erpos und P. TuRAN ist 
n-1 n-1 
2k-++-1 
(43) LO Osa 7 MO. 


wobei P,(x) das k-te Legendresche Polynom ss Nach LAPLACE besteht 
die Abschatzung 


ot 
(44) AS) = an 
k2 (1 —&)4 
wobei c,; von k und & a ere ist. Also ist 
Can 
45 ee = : 
ee L® =7e 


Da 4,'(§) ein Polynom 2n—2-ten Grades ist, folgt aus dem am Antone von 
Teil II] erwahnten Bernsteinschén Satze 


i 
(46) 0< 7,.(8) = 26, 
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und durch Differenzieren, infolge des Satzes von MARKOFF 
| An (5)| 
4(6) 
Damit ist (42) bewiesen. Andererseits erhalten wir aus (45) mit der Substi- 
‘tution §=cos 0 


< 8cgn'. 


sin O 
A, (COS 6) = cs 
hier steht ein trigonometrisches Polynom 2n—1-ten Grades, somit erhalt man 
durch Differenzieren, infolge des Satzes von BERNSTEIN, 
ee O) cos @ 
7. (cos 0) US Ae 4,(cos @) 
Aus (46) und (47) folgt (41). 
Es sei bemerkt, daf nach Hilfssatz Ila (42) eine Folgerung von (41) ist. 
Aus den Hilfssatzen II und VI folgt 


re bond} F n 
(48) | An (Xam | =, Min( : n' : 
kn | l ts Xan 


O0< C3N; 


(47) = 2¢,n° 


HILFssATz VII. Es gilt 
DX _ | vin (2)| en e) = O(log n) 


|e- 2p, |S 
gleichmadpig in x fiir (e+20, B—20). 
BeEwEIs. Infolge (4) und (19) ist 


An Gin 


(49) Vin (xX) = 1+ — An Xin) (X—Xin). 


Wegen Hilfssatz I geniigt es zu zeigen, dah 
a | An (Xin )| 
| tap |< 6 tee 


besteht. Dies folgt aber aus (48) und Hilfssatz IV. 


)| | x— Xn | lin (X) = O(log n) 


HILFssaTz VIII. Es gilt 
(50) = P50 (%) | fin (X) = O(1). 


| e- tp» 


Bewels. Aus (48), (49) und Hilfssatz V folgt unmittelbar die Behauptung. 
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VI. Beweis des Satzes II 


Betrachten wir die Folge der approximierenden Polynome q(x), die 
nach Teil Ill (32), (33) und (34) befriedigen. Es ist 


(51) Hal f, 40x) = SU (en) gu Sen) ron) Ba) + 
+> [din —Gn(Xin)] (X—Xin) Lin (x) =*Atn- Aon t+ Asn Aan, 

wobei 

(52) Ain DL Cee») — du ¥en) vin) lin), 

(53) Aon = 3 LF ltin)—de(sin)] rn 2) fh (2), 

(54) Aan = 2 [dnd] (in) lin 2), 

(55) Ais = >, [din —n(Xin)] (X—Xim) Lin (xX). 


|z-z,,, | >6 

Nach Hilfssatz VII und (32) erhalten wir: A1,—o(1). Wegen Hilfssatz VIII 
und g, (x)= >f (x) erhalten wir Az, =o (1). 

Wegen Hilfssatz IV, (11) und (33) gilt As,—o(1). Endlich besteht 
As, =0(1), wegen (11), (34) und Hilfssatz V. Somit besteht 

Hi, i; x) — Qn (x)= Ain 9 Aan ss Asn + Aan — o{1) 
und hieraus folgt 
Ai, (f,x) — f(x), 


w. z. b. w. 


VII. Genauere Abschatzung von 7; (5) 


Im folgenden sollen die Voraussetzungen des Satzes | befriedigt sein. 
Es sei —1 <&,<& <1 und g(x) die lineare Funktion, fiir welche p(§,) =: 
und ¢(1)=—1 ist: 
tems 
9 (x)=1+7 = —)). 
In [—1, +1] ist (x) <1, und der kleinste Wert von g(x) ist 


2(& Tes 7) 
1—& 


>—l. 


n=9(—)I))=——1+ 


Es gilt weiter 


= &—5) (-1=x=+1). 


56) 0=9(x)—xSn+1=; 
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Das Polynom /,,(¢(x), &:), dessen Grad gleich n—1 ist, nimmt an der Stelle 
x—&, den Wert /,(&, §&)—=1 an. Hieraus erhalten wir infolge der Minimum- 
eigenschaft von 4,(&): 


(57) Rien’ (&)= fe (~(t), &) w(t) dt. 

Es sei ®(x) die inverse FORION von (x): 

(58) D(x)=144 = -1). 

Wegen (56) besteht 

(59)  0<x-G) = =F G-5) (n<x<1). 


Mit der Substitution t= @(x) folgt aus (57) 


An(&) = ae i E(x, &) w (@ (x))dx. 
n 


Hieraus folgt wegen (17) 
(60) An (G1) —An (&) S | fr (x, &) [w(P (x))—w (x)] dx + 


0 


fi =a (x, &) w (D(x) dx. 


n 
Ebenso sei ¢*(x) die lineare Funktion mit ¢*(—1)——1 und qg*(&)=—&, 
ferner sei ®*(x) die inverse von g*(x). Dann gilt in [—1, +1] g*(x)=—1, 


FOS =¢'\(1)= 128s <1 
und 
EN OD ed = 2 
(56a) OS M(x)—xS TE &—5)- 


Somit folgt mit derselben Schlufweise, wie vorher: 


* 
” 


» 


An (51) —An (&) = — | fh (x, &) [W(D*(x)) — w(x) ] dx — 


1 


(60a) 


ug aa | P(x, &) w(@* (x) dx. 


Man wahle 0° so klein, daB fiir |&—x]<0* auch |@(x)—x|<d 
besteht. Dann gilt nach (12) und (56) 


BR, FO — we ong = 
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Infolge der Stetigkeit von w(x) gilt weiter 
(62) w(®D (x))—w(x) =o (1) fiir &—§,-0 
gleichmafig in x (7=x=1). 

Wegen (60), (61) und (62) gilt fiir |§.|<1—hA 


£,+6* 


an (&,)— pease ters =I (x, £) dx 
(63) +0(1)} je P(x, &)dx-+ { f(x 8) dx (+ 
-1. €o+d* 


Bod J E(x, &) dx. 


Aus w(x) =m und Hilfssatz II ergibt sich 


+1 ’ +1 
: 1 2 1 10 
(64) J F(x, &)dx = 7 | Un (x, §) w (x) dx — dn (&) = oe 
= 4 


Um den zweiten Teil von (63) abzuschatzen, bendtigen wir eine Verallgemei- 
nerung von (36): 


bn (6 8) = he © & Pa 6) Px) — 
(65) ; ae oom ve (é) Pn-i (é) Dn os =e (&) — (x) 


Der Beweis kann aus meiner Arbeit [11] wortlich iibernommen werden. 
Angesichts (65) erhalten wir wegen (37) und ale 
£2-0* * 


fhe sare 2 Ae [sti @ | rleweart 


: a AK ‘e 
+P | is) w(x) dx] = 5 m 72 “G pve; 


1 
und ebenso kann das Integral J E. (x, &)dx abgeschatzt werden. Also besteht 


€,+6* 


auf Grund von (63) und (64) 


(67) ~ An (&) — An &) = — 1 6 flogt = E te)+4 —; 0(1). 


Aus (60a) folgt eine ahnliche untere Abschatzung fir 4, (5) —4n a), und in 
diesen beiden Abschatzungen kann auch die Bedingung & < &, fallen gelassen 
werden, wenn man evel &€(a+0, S—0) auch E,€(@+d, 8—9O) voraus- 
setzt. 
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Somit erhalten wir wegen (22) 
1 oor! ) \ 
: Bere) chy -1 
Si 2 [Ee] 


HILFSATz IX. Es besteht 


(69) ten (ee) 


di. (6) logan 
gleichmdpig in & in jedem inneren Teilintervall von (a, 8). 

Bewels. Die linke Seite von (68) ist infolge (18) ein Polynom in &, 
dessen Grad niedriger als 2n ist. Somit erhalten wir aus Hilfssatz IIIc, (68) 
und (22): 


1 1 
dn Ei An (Se) n° 
y—2@) _ 6 =). 


Setzt man hier &,—§& —6&, dann bekommt man die Abschatzung (69). 


HILFSSATZ X. Es gilt 
dn (5) 
70 = 
(70) Z® = 0(n") 


gleichmadpig in jedem inneren Teilintervall von —1, +1. 


Bewels. Aus (60) und (60a) folgt, indem man (62) und (64) beachtet, 
(71) \an (E,) —dn (&)| S28 +0 (1)] 

gleichmafig fir —1+h=&<§&=1—A. In dieser Abschatzung kann wieder 
die Bedingting §,< &, fallen gelassen werden. Also besteht wegen (22) 
1 1 | 

(72) An(E adda te | ( 1 )| 
bash Sane ANA a we eed } 
E—§, gid iA bey 


Hier steht an der linken Seite wieder ein Polynom vom Grade <2n. Man 
erhalt also (70) aus Hilfssatz IIIc. 


Vill. Genauere Abschatzungen fiir die Treppenparabel 


HILFssaTz XI. Es gilt gleichmdfBig in x fiir jedes innere Teilintervall von | 
(a, 8) 
(73) 2, ,|Pin )| fe (%)| = 0(1). 


|e-2x,, 
|e, <1-h 
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BEwEIs. Wegen Hilfssatz X und II ist 


Ante 
ey = 9(n) (—1+hs&=1—hA), 


also nach (49) 
(74) Urn (X) = 0 (n) (—1+hSXinS=1—A). 
Aus (36), (37), (10) erhalten wir, falls |x—x,,|>0 ist, da8 

K|Pn-1 (Xin)| — K 


(75) | lin (x) | < [X— Xen | < “ofan | Dn—1 ine) 
Aus (74) und (75) erhalt man also 
; k? % 2 
76) ing! Pom 2) | bin (2) = 0 (1) “Gx MAX an dan Dit (Xen) 
Soa ices = 
[2,,|<1-h 


Aus Hilfssatz If schlieft man 2;, —o(+), ferner ist 
+1 


hin Pit (Xin) =| pee (x) Ww (x) ax = i 


-1 
somit folgt (73) aus (76). 
HILFSSATZ XII. Es gilt gleichmdafig fiir jedes innere Teilintervall von 
(@+ 20, B—20) 


17 /kn a = . 
(77) etl (x) |fin(x) = O(1) 
BEwEIs. Wegen Hilfssatz I und (49) geniigt es zu zeigen, dai 
(78) eae) |x—xn| len (x) = O (1) 
Ja-a, (<6 kn 


besteht. Aus den Hilfssitzen IX und II folgt 
A (2) 9 n 
. Meee. 4 Oe Ry” 
also folgt (78) aus Hilfssatz IV. 


IX. Beweis des Satzes I 


Die Funktion f(x) geniige den Bedingungen des Satzes I. Es sei x (x) 
das Polynom zweiten Grades, das an den drei Stellen ,—1, +1 mit f(x) 
tibereinstimmt. 

Infolge der Stetigkeit von f(x) und (x) an den Stellen ¢,—1, +1 kann 
man zu einem beliebigen positiven ¢ positive Zahlen 0 und A finden derart, 


daB 
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(79) f)—x0)| = far |x—8|S0, 
(80) fo)—70)| = fir 1—h =|x|=1. 
Es kann vorausgesetzt werden, daB eg =§—d<§+0= ist. 


Das n-te Hermite—Fejérsche Interpolationspolynom zerlegen wir folgen- 
derweise: 


ey hd > Slrm) ren(&) Ba) + ys FR (teas) AG e715 2 


+S U/l) —1(40)] OO =L8) + Dn + Da + Dn + Der 


wobei 


(82) a in = a — Lm) — 7 (Xin) ] ven &) len (8), 

(83) Ln = my 2 4, LF) — 2 Bend] Pan) lin (), 
| 2,,|=1-h 

(84) Den Xe [FX 7 Xen) ] Vin B) bin 


und endlich 


n 


(85) pdr = = [Qin — ' (Xin) ](E—Xien) lie (6). 

Aus Hilfssatz XII und (79) erhalten wir 

(86) |>'n| <2O(1). 

Hilfssatz XI zieht © 

(87) n= 0(1) 

nach sich; weiter folgt aus Hilfssatz VIII und (80) 

(88) | Xn| < 2O(1); 

zuletzt erhalten wir’ aus Hilfssatz IV und V, infolge (11), 

(89) Din = 0(1). 

Somit besteht wegen (81), (86), (87), (88) und (89) 
H,(f;8), +f®), 

w. z. b. w. 


(Eingegangen am 18. Februar 1954.) 
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O CXOJUMOCTU MHTEPMOJIAWMOHHOLFO MPOLWECCA 
SPMUTA—®EMEPA 


r. PAM], (Bynaneut) 
(Pe3r Me) 


Nyctb {p,(x)} — nocnesopaTeABHOCTh OPTOFOHAabHBIX MOAMHOMOB, COOTBETCTBYHOWLNX 
BecospomMy (byHKuHi0 W(x). [peanonoxKuM, 4TO B NOguHTepBane [a, 6] MHTepBaa OpTOrOHaab- 
HocTH (1,-+ 1) aTH OpTOrOHaMbHbIe NONMHOMbI PaBHOMEPHO OrpaHHyeHbl. I ycTb KOPHH NOAK- 
HOMOB D(X) CYTb Xiny X2n,+++)Xnn» PaCCMOTPpHM MHTEPNOAAUMORHBIM Mpouecc DpMuTa— 
@eliepa, COOTBETCTBYIOLIMH CHCTEME OCHOBHBIX TOYeK { X;,}: 


HCL 5X) = >) (Fin) Van (1) bin (X) HE din (X= Xin) Lin 
k=1 : 


re 


o E } CCM @ =x. — A 
logn 


n 
(a) Min =. “|| WIA BCeEX Xp. 
) 1 —Xin 


Teopema 1. Ilycth w(x) — nonoxKuTenHad WM HeNpepbiBHan B [—1, + 1] cdyHKuns, 
M NYCTb OHA BHYTPH HHTepBana (a, @) ymOBNeTBOpAeT ycnoBHHO JIMnmHua—HHK 


din == 


W(X;)— W(X) =0 [log Bal . 
li’. 


Ecan f(x) HenpeppipHa B KOHWAaX (—1,-+-1) mHTepBana, TO tbyHKuHA H,,(f; x) cTpemuTCA K 
f(x) BO BCAKOM TOUKE HENpPepbIBHOCTH TOK dPyHKWMH, TeKaueH BHyTpH (a, 8). Ecan f(x) 
HenpepbiBHa B (a, 8), TO CXOAMMOCTb PaBHOMEPHAa BO BCAKOM BHYTPCHHEM NOAMHTepBae (a, 6). 
Teopema 2. Iyctb B nxTeppane [—1, +1] 
0<m<w(x)< M. 


Nlyctb tbyHkuwa f(x) Henpepbisna B (—1, +-1), HM myCTb Oa yAOBNeETBOpAeT ycnoBHMO JI Hn- 
wuua—/luuu 


fx) —f(es) = 0 (ioe a) 
a} 


PaBHOMepHO B uHTepBane (a, 4). Torga H,(f, x) crpemutca-K f(x) paBHOMepHa BO BCAKOM 
nNOfMHTepBane HHTepBana (qa, £). 


: 


ON THE BASIC SUBGROUPS OF ABELIAN p-GROUPS 


By 
T. SZELE (Debrecen) 
(Presented by L. Répvei) 


§ 1. Introduction 


It is well known that the PRUFER—ULM—ZiPPIN theory furnishes a com- 
plete solution of the structure problem of countable abelian p-groups or, 
what is essentially the same, that of countable abelian torsion groups. Since, 
however, this theory cannot be extended to the case of abelian p-groups of 
arbitrary cardinality [1], [5], [6], [7], [8], [9], [10],’ recently several investigations 
were carried out in other directions, in order to obtain certain structural in- 
variants of arbitrary abelian p-groups. One of the most important such struc- 
tural invariants is ,the basic subgroup discovered independently by L. KuLI- 
KOV and L. KALOUJNINE [6], [3]. The basic subgroup B of an abelian’ p-group 
G is a direct sum of cyclic groups and it is uniquely determined by G up 
to isomorphism. Thus the basic subgroup is a structural invariant of the 
group which, although discovered not long ago, has already proved very 
fruitful in the theory of abelian p-groups. As important examples we mention: 
the classification of all abelian p-groups without elements of infinite height 
due to L. Kutikov and L. KALOUJNINE [6], [3] (see also L. Fucus [1]) which 
is ‘almost complete” in the sense that the only gap in it is the lack of the 
solution of the isomorphism problem; moreover another important applica- 
tion of the theory of the basic subgroup is the generalization of ZiPPIN’s fa- . 
mous existence theorem from the countable case to the case of arbitrary 
p-groups due to L. Fucus and L. Kutikov [1], [7], [8]. 

The major goal of the present paper is to prove that a basic subgroup 
of the group G is always a hofomorphic image of G. This result settles a 
problem stated by L. Fucus [2] and, more generally, answers the question 
whether or not a prescribed group H, a direct sum of cyclic p-groups, is a. 
homomorphic image of a given abelian p-group G. In particular, we obtain 
that every countable (or finite) abelian p-group is a homomorphic image of 
any infinite abelian p-group G unless G is a direct sum of cyclic p-groups 
of bounded order and of quasicyclic groups of type (p*). 


1 The numbers in brackets refer to the Bibliography given at the end of this paper. 
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The definition and fundamental properties of the basic subgroup can be 
found in [1], [3], [6], [9]. Although all these treatments are very clear and 
simple, we give here a new method of introducing the concept of basic sub- 
group; this method seems to be still simpler inasmuch as it is based on the 
quite elementary concept of “regular” group, but makes no use of the notion 
of serving subgroups. Namely, | have proved recently a theorem on direct 
decomposibility of abelian groups [11] which furnishes several important re- 
sults as immediate corollaries. Now, it will turn out that the theory of the 
basic subgroup can also be obtained as a simple corollary of this theorem. 
In this treatment a basic subgroup B of an abelian p-group G appears asa 
direct sum 


(1) R= B4aR sede Bee 


the “partial sums” B,+ B,4+----+ 8, of which are maximal p”-bounded di- 
rect summands of G; here B, denotes a regular p"-bounded group, i. e. a 
direct sum of cyclic groups of order p". However, the group B itself is no 
direct summand of G in general. It is a direct summand if and only if 
G=-A+B holds with an algebraically closed (or, in another terminology, 
complete) group A which is therefore a direct sum of groups of type (p”). 
Thus G possesses a basic subgroup, which is a direct summand of G, if 
and only if G is fully decomposable. (A group is said to be fully decompo- 
sable if it can be represented as a direct sum of directly indecomposable 
groups.) Another criterion for this statement was found recently by A. KERTESZ [4]. 


§ 2. Preliminaries 


By a group we shall always mean an additively written abelian p-group. 
Groups will be denoted by Latin capital letters and their elements by x, a 
b,c,d. The other small Latin letters serve to denote rational integers (in par- 
ticular p a prime number). By nG we denote the set of elements of the form 
na(a€G), by O(a) the order of an element a of a group. The symbol {a,..., A,...} 
denotes the group generated by the elements a,... and the groups A,..... 
C(p') denotes the cyclic group of order p* for a natural number k, while: 
C(p”) is PRUFER’s group of type (p%) (i. e. the additive group mod 1 of all! 
rational numbers with p-power denominators). A+B denotes the direct sum! 
of the groups A and B. An abelian group A is called algebraically closed 
(or in another terminology, complete) if nA =A holds for each natural num-- 
ber n. It is well known that the algebraically closed abelian p-groups coin-- 
cide with those groups which admit a decomposition into the direct sum off 
groups C(p”). (See e, g. [9].) The maximal algebraically closed subgroup A! 
of a group G is uniquely determined as the union of all algebraically closed! 
subgroups in G. Since, by a well-known theorem of R. BAER, every algebrai-- 
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cally closed subgroup of G is a direct summand of G, we have a direct de- 
composition 


(2) G=A+U 


where the subgroup U contains no algebraically closed subgroup +-0. Such 
a group is called a reduced group. While A is invariantly defined by G, the 
reduced subgroup U in (2) is determined merely up to an cole ul How- 
ever, we may refer to U as the reduced part of G. 

A subset (a,) of G, not containing 0, is said to be independent if for 
any finite subset a,,..., a; of the system a relation m,a,+...+mja;-=0 im- 
plies m,a,—=...—= mj;a;=0. Since the independence so defined is a property 
of finite character, it follows that every group G contains a maximal inde- 
pendent system of elements. If G is an abelian p-group, then the cardinality 
of a maximal independent system in G is called the rank of G. The rank is 
an invariant of G and it can be defined also as the dimensionality of G, re- 
garded as a vector space over the prime field of characteristic p, G, being 
the subgroup of elements of order =p in G. If G is a direct sum of cyclic 
p-groups, then the rank of G obviously coincides with the cardinal number of 
the cyclic direct components. On the other hand, it is easy to see that the 
tank of G is equal to the power of the set G provided that the rank is in- 
finite. We denote in’ the sequel the rank of G by the symbol: rank (G). | 

The height in G of an element a==O is defined as follows. If there 
exists a maximal non-negative integer nh for which the equation p’x =a 
is solvable in G, then a is said- to have the height A; in the contrary case, 
‘i. e., if-p"x—a can be solved in G for each natural number n, we say that 
a is an element of infinite height. We emphasize that the height of an 
element depends on the group relative to which it is understcod; if H is 
a subgroup of G containing the element a, then the” height of a relative to 
H is smaller than or equal to that relative to G. On the other hand, if G~ G, 
then the -homomorphic image a of a under this homomorphism _ possesses a 
height relative to G greater than or equal to the height of a relative to G. 
In what follows, we make use also of the simple but important fact that if 
G=2C(p") (read: G is a direct sum of cyclic groups of order p”, n fixed), 
then for each non-zero element a€ G of order p* the sum k+h of k and of 
the height h (in G) of a is equal to n. 

In order to formulate the following Lemma, let G be for the moment 
an arbitrary abelian group. If G contains only elements of finite order and 
there exists an element of maximal order r in G, then we say that © is an 
r-bounded group. The r-bounded group G we call regular if ' 


F 
(3) a€ 0@ G 
for each element a€G. It is obvious that a regular r-bounded group is a 


a 
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direct sum of regular p-groups and our following Lemma shows immediately that 
the regular p‘-bounded groups coincide with the groups admitting a decom- 
position into a direct sum of cyclic groups of order p*. [Indeed, choose H as 
a subgroup generated by a maximal independent set of elements of order p* 
in G, G being an arbitrary regular p‘-bounded group; then the Lemma im- 
plies G-=H.] Now we can formulate our Lemma which will serve as a ba- 
sis for the following: development of the theory of the basic subgroup: 


Lemma. A regular r-bounded subgroup H of an arbitrary abelian group : 
G is a direct summand of G if and only if 


(4) HarG--0. 
A short and simple proof of this Lemma can be found in [11]. 


§ 3. Definition and fundamental properties of the basic subgroup 


Let G be an arbitrary abelian p-group (in the sequel briefly: ‘“‘a group”). 
We shall show that G contains a maximal direct summand admitting a de- 
composition into a direct sum of cyclic groups only in the case when G is 
fully decomposable, i. e., 

G== S'C(p"r) (l=m, =). 
Now we find a quite different situation concerning the existence of a maxi- 
mal p"-regular direct summand. Namely, it follows immediately from the 
above Lemma that G contains a maximal p"-regular direct summand for each 
fixed natural number a, since the p’-regularity as well as the property (4) 
of a subgroup H in G are properties of inductive character. (ZORN’s lemma!) 


Making use of this statement for n—1,2,3,... we have successively: 
G=B,+D,= B,+B.+D.=..., 


where B, is a maximal p-regular direct summand of G, B, is a maximal p*- 
regular direct summand of D,, and so on. Thus the subgroup (1) of G so 
obtained is a direct sum of cyclic groups, in particular, the component B, is 
a direct sum of groups C(p”), and B is, by definition, a maximal subgroup 
of G such that it is “partial-wise” direct summand of G. This means that the 
“partial sums” 

(6) Sn = B,+ By+-:> +B, 

are maximal p”-bounded direct summands of G, i. e., G contains no direct 
summand of type S,-+C(p") with 1 =m-=n. Any subgroup B of G with 


the above properties will be called a basic subgroup of G. Thus we have the 
following 


THEOREM 1. Every abelian p-group G contains a basic subgroup, i. e. 
a subgroup (1) where B, denotes an (eventually empty) direct sum of cyclic 


ON THE BASIC SUBGROUPS OF ABELIAN p-GROUPS 133 


groups of order p", such that (6) is a maximal p*-bounded direct summand 
of G for each n. Any two basic subgroups of G are isomorphic. 


We have only to prove the isomorphism of the basic subgroups. This 
can be shown easily using the following statement: 

(7) Each element dé D, of order p has a height? h=:n. 

For let d€D, be an element of order p and of height A, and let 
d= p'd’ (a’€D,). Then {d’!np*''D,=-0, so that we have by the above 
Lemma: D, = (d’} + F, ~-C(p'*') + F,. But since (6) is a maximal p"-bounded 
direct summand of G, this is possible only if A--1>n, i. e., A=n. 

Now let us suppose that B’— Bi + 8£3+-...+Bi4-... is another basic 
subgroup of G with 
(8) G= B+ B,+...+B,--D,. 

We infer to the isomorphism of the p’-regular groups B, and B;, from the isomor- 
phism of the elementary p-groups p”"'B,, p” ' Bi. Now we have by (5) and (8) 
(9) Pp’ Br +- p" ' Dy = p?™' By + p" | Dn. 
By the symmetry it is sufficient to show that p’ 'B,, contains at least as many 
independent elements as the cardinality of a basis (a), a;,...) of p* 'B,-in a 
representation p* 'B, =- {a\} + {as} +... . (This implies obviously the equality of 
the ranks of p” 'B, and p"'B,, i. e., the isomorphism of these groups.) Now 
according to (9) let 

asd, S20, (QQ -ep' Bdge py" D,): 
The independence of the system (a,,a,,...) in p’”'B, follows from the fact 
that a relation 


(10) Ox tn, + f.Qg+... =r,(a;—d,) +r (a, — a) +... 
would imply 
(11) hn, + ide... = ,0,+-74,+...=d 


Bini p'' D,, Ofd) = p, ist. by (7), 
d = p'd’ = p(p""'d’) = pda” 
with d” € p"'D,. But this means d=0, i. e., (see (11)) PIN, Pit, in (10), 


since the elementary p-group p"~'B;, in (9) contains no element +0: of po- 
sitive height. This completes the proof of Theorem 1. 


EXAMPLE. Let {c,} be a cyclic group of order p". We consider the com- 
plete direct sum of the groups {c,}, Eee Ch ieuege ie © oe SEU of all ‘“‘vec- 
tors” 

(12) A=K IM, Cy, MyCg,-++) Mnlny-++? (m, rational integers) 
which are added component-wise. The elements of finite order of this group 


2 Equation (5) shows that the height of an element dé D,, relative to G is equal to 
that relative to D,,. 
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form an abelian p-group G* of the power of the continuum. By the natural 
correspondence 


Ca 0, 0,5... Cus O05. 


the (discrete) direct sum B*= DS = {en} can be embedded in G*, and we can 


easily verify that B* is a basic Friphens of G*. For this purpose we take into 
account the direct representation 


(13) GP= {ey} + {ea} + +++ + {en} + Di 


(where D’ is the set of all vectors (12) in G*with m,—...=-m,=0) and_ 
show that G* has no direct summand of type 


(14) fey} +++ + {cn} + fe} 
with O(c)=p”. As a matter of fact, by (13) we have 
c—=me,+-::-+mc.t+ dh, 


with d, € D*. But d, € D* means that for the order p* of d, resp. the height / of d,, 
(in G*) we have K+ > 12, and an element d, with this property cannot exist in 
a p"-bounded direct summand (14) of G*. Since any two basic subgroups of 
G* are isomorphic, we have obtained also the result that G* cannot be de- 
composed into a direct sum of cyclic groups. 

An important property of the basic subgroup is expressed by 


THEOREM 2. /f B is a basic subgroup of the abelian p-group G, then 
the factorgroup G/B is algebraically closed. 


As a matter of fact, let the coset B-+-d be an arbitrary element of order 
p in G/B. Then pd €B, i. e. pd€S, for some a, and so we have, by (5), 
(6), pd=pb (b€S, CB). Hence d can be replaced by the element d—b of 
order p and therefore we can assume that O(d)= p. But then we get from 
(5) the representation 


H 
; 


d=6,+6,+---+6,+d, (6:€ B;, dn € Dn) 

with O(d,)==p or d,—0O whence it follows by (7) that the me of the 
element B-+-d in G/B is =n. Since this is true for n= 1,2, 3,..., we have 
proved that each element of order p in G/8 has infinite height, | i. e., G/B is 
an algebraically closed group.® 

Now let us suppose that the basic subgroup B of G is a direct sum- 
mand of G, i.e, G=A-+B. Then by Theorem 2 A~G/B is analgebrai- 
cally closed group, i. e., a direct sum of groups C(p*). So we have proved 


*) In fact, if every element of order p in a group H has infinite height, then pH= 
H holds. Suppose, namely, this is not true and let a be an element of minimal order p* 
such that the equation px=a cannot be solved in H. Since the element p‘~1a is of infi- 
nite height we have p*-—! a = p'x’ for some x’ € H, i. e., p*- 1(a—px’)—0. But then a’ =a—px’ 
is an element of order <p‘ not divisible by p in H, a contradiction. 
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that an abelian p-group G_ possesses a_ basic subgroup, which is a direct 
summand of G, if and only if G is fully decomposable, i. e., G is a direct 
sum of cyclic and quasicyclic groups. 

If we split G, according to (2), into a direct sum of an algebraically 
closed group A and of a reduced group U, then it is obvious that a basic 
subgroup of U is at the same time a basic subgroup of G. Hence, in con- 
structing a basic subgroup of G, we can restrict ourselves to the reduced part 
U of G. We make, however, no use of this fact in the sequel. 

Finally, we remark that G is a basic subgroup of G if and only if G 
is a direct sum of cyclic groups, and 0 is a basic subgroup of G if and 
only if G is a direct sum of quasicyclic groups. Also it is easy to show that 
G possesses a unique basic subgroup if and only if G is a direct sum of 
cyclic groups of bounded order. 


§ 4..The definitions of the basic subgroup by Kulikov and Kaloujnine 


The present section serves merely the purpose of showing the equiva- 
lence of the definition of basic subgroup given in § 3 with that due to 
KULIKOV resp. KALOUJNINE. For this purpose we must introduce the notion 
of serving subgroup. A subgroup H of an abelian p-group G is called a 
serving subgroup in G if the height of any element a€H relative to H coincides 
with that relative to G. This requirement can be expressed also as follows: 
p’H = Hn p'G for n=1, 2,3,.... Obviously every direct summand of G is 
a serving subgroup in G and, more generally, the union of any ascending 
chain of direct summands is a serving subgroup in G. Thus, in particular, 
the basic subgroup B of G defined as the union of all subgroups 
S, (n=1,2,3,...) of G (see (5), (6)) is always a serving subroup of G. 
That a serving subgroup is not necessarily a direct summand, is shown by 
the important example of the basic subgroup. 

Now, Ku ikov’s definition of the basic subgroup [6], [9] is contained 


in the following 


THEOREM 3. A subgroup B of an abelian p-group G is a basic sub- 
group of G if and only if 
| 1) B is a direct sum of cyclic groups; 

2) B is a serving subgroup in G; 

3) GB is an algebraically closed group. 


Proor. By virtue of our above statements it is sufficient to show that 
a subgroup B having properties 1), 2), 3) is a basic subgroup of G. For this 
purpose we use the notations introduced in (1) and (6) where B, denotes a 
‘direct sum *C(p”). In order to show that S, is a direct summand of G we 
prove by induction on n that S, is a direct’ summand of every containing 
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subgroup H of G: 

(15) H=S,4+ K. 

We put S,--0 and assume that (15) is true for some a = O. Since a direct 
summand of a serving subgroup of G is itself a serving subgroup in G, we 
infer from condition 2) that S, and 

(16) Sait = Si + Bass 


are serving subgroups in G. But then S,./S, is a serving subgroup in M/S, 
for an arbitrary group M such that S, ©MCG, i.e., 


(Sn1/Su) 0 p"*'(M S,) = pr" (Syit/Sn) =0 

Consequently the p"*!-regular subgroup S,.:/S, is a direct summand of M/S, 
(see the Lemma in § 2): 

M/S» = (Sn+1/Sn) + (H/S,) 
with a suitable subgroup H&M. This means 

M={Siii, 4H}, Sea fil = Sas 

i. e., by (16), 
(17) M = {Bixn, A}, Bwyi tt = 0. 
Therefore we get from (17), (15) and (16): 

Mize Basi + H = Snti +K. 
Thus we have shown that S,.. is a direct summand of every containing sub- 
group M of G, and this completes the proof of the statement that S, is a 
direct summand of G for every n. 

Finally we must show that G has no direct summand of the form 
S,+{a} with a¢B. But this is clear for condition 3) implies 
(18) px—a+b 
with some x€G and b€B, i.e., b€S, for suitable n. Thus, by (18), a re- 
presentation G=S,-+ {a}+-N is obviously impossible. 

KALOUJNINE’S definition of the basic subgroup differs from that a 
KULIKOV in replacing condition 3) by an equivalent condition of topological 
character provided that G contains no elements of infinite height. In this 
case, namely, the subgroups G,pG, p*G,... have no element == 0 in common 
and so this system may be taken as a complete system of neighborhoods of 
O in a well defined topology of G which is called the natural topology in 
G. Then it is easy to see that condition 3) is equivalent to the requirement 
that B is everywhere dense in G. In fact, condition 3) means that for an 
arbitrary (but fixed) element a€G and natural number n there exists an 
element b€B such that a—b€ p"G. This is equivalent to the statement that 
every open set of the form a+ p"G intersects B, i. e., B is everywhere dense 


in G. So we have obtained from Theorem 3 KALOUJNINE’s characterization 
of the basic subgroup [3]: 
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THEOREM 4. A subgroup B of an abelian p-group G containing no 
elements of infinite height is a basic subgroup of G if and only if 
1) B is a direct sum of cyclic groups; 
2) B is a serving subgroup in G; 
3’) B is everywhere dense in G. 


§ 5. The basic subgroup as endomorphic image 


Now we are going to prove the main result of this paper, namely, the 


THEOREM 5. /f B is a basic subgroup of an arbitrary abelian p-group 
G, then B is a homomorphic image of G. 


The fundamental idea of the proof will be rather transparent if we first 
give the proof in the special case of the group G* which served us in § 3 
as an example. Suppose that the element a of G* in (12) is of order p’. 
Then obviously p" "!m, (a =r), i.e., 


{19) . Mi =, Pe" (n=r7,r4-1,7r+2,...). 
Consequently, 
(20) a— mC, + M,C,+- m,C,+... 


is a well defined homomorphic mapping of G* onto the basic subgroup 
BY = {ej +--+: + {era} +... of G* since the sum in (20) contains but a finite 
number of terms +0; more exactly, (19) implies 
Hig Ce —= Tin th —O for k =r, 

taking into account that O(c.) = p’. 

Passing now to the general case, let (1) be a basic subgroup of an 
arbitrary abelian p-group G, and let 
(21) m ae eaitltank (p" B) = rank (p™ B) 
{where we may suppose that m is fixed in the sequel). m is an invariant of 
G, it will be called the critical number of G.‘ We decompose 


B=B,+B.+---+Bmy-1+ Ft = Sm-1 + Fmt 


into the direct sum of its cyclic direct components and consider the direct 
components C(p") of F-1. (Clearly k =m.) We make correspond to each 
1y!== C(p*) another direct component {x} == C(p’) with / = 2k such that this 
correspondence between the whole set of direct components of F,,-1 and some 
subset of these components be one-to-one. By the choice of im and m such 
a correspondence surely exists. Now we define a homomorphism x — ex 


4 We emphasize that m0 is equivalent to the statement that 3 is a bounded group. 
in this trivial case B= B,-+...+ Bn-1== Sm, i8 a direct summand of G, so that trivially 
G~ B. Therefore in proving Theorem 5 we may assume in the sequel m oe 
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(x€B) of B onto itself induced by 
-ex—x_if x belongs to a cyclic direct component of Sw-1; . 
(22) ex—=y if {x}=-C(p') (€Fn-1) corresponds to {y} = C(p*).( €Fiu-ai 
| ¢x—O for all other direct components of F,,-1. 
Making use of this mapping « we can define also a homomorphism of 
G onto B as follows. Let a be an arbitrary element of order p” in G. Then, 
according to (5), we have a representation 


(23) a=b,+6,+---+bn+d, (0:€ Bi, d.€ Dy) 

of “increasing length” of a successively for n=1,2,3,.... Therefore we 
can associate with a the infinite “vector” 
(23’) a— <0,,03, 9. 7OIA.2 (6;€ B;) 

and, by making use of (22), we define 

(24) ea=eb,+8b,4+---+8b,+.... 


This mapping a—¢a implies obviously a homomorphism of G onto B 

provided that the sum in (24) contains but a finite number of terms == 0. 

This is therefore the only thing we have yet to show. But this follows at 

once from (22), for O(a) =p” implies O(6,) = p” and that the height of 0, 

is =n—r for n=r, consequently, by (22), we have 
e6,==0 if Ae Zr, 

q. e. d. 


§ 6. Applications 


Let p be an arbitrary cardinal number. Following the terminology of 
L. Fucus we shall say that an abelian p-group G has property A, if it can 
be mapped homomorphically onto a direct sum of p groups, each isomorphic 
to the direct sum 


(25) C(p) + C(p*) + C(p) + ++ + C(p") +... 
In connection with certain investigations, L. Fuchs raised the problem of 
characterizing all abelian p-groups G with property A, [2]. Now we can show 


that this problem may be solved in terms of the basic subgroup of G, i.e. 
by a structural invariant of G. Namely, we have 


: 


THEOREM 6. An abelian p-group G has property A, if and only if a 
basic subgroup B of G possesses this property ® 


Since the basic subgroup B is a direct sum of cyclic groups, the: 


problem of having property A, may be decided trivially for B. We get also: 
the following criterion: 


5 For an essentially simpler proof of this theorem ‘see the following paper of L.. 
Fucus: Ona property of basic subgroups, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 5 (1954), pp. 143—144. 
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THEOREM 7. Let m be the critical number® of G. Then G has property 
A, if and only if m= ». 


Proor. If » =, then the validity of Theorems 6 and 7 follows imme- 
diately from G~B and, onthe other hand, from the fact that (25) cannot be 
a homomorphic image of a group A+B where A is an algebraically closed 
group and B is a bounded group. Thus in the sequel we may assume 
p>X.. If the critical cardinal number m of G is greater than or equal to 
p, then the basic subgroup B of G has obviously property A, and thus, by 
virtue of Theorem 5, the same is true also for G. Therefore it remains only 
to prove the following statement: if N,<p and m<p, then G cannot be 
mapped homomorphically onto a direct sum of » groups (25). Furthermore 
we may assume that G is a reduced group since G has property A, if and 
only if the reduced part of G has property A,. Now, let us suppose that G 
has property A,. We choose n so that B contains no regular p*-bounded 
subgroup of rank y. (This is always possible by the definition of the critical 
number m, and by our hypothesis p> im.) From this statement we deduce a 
contradiction to the hypothesis that G has property A,, and this will complete 
the proof. 

Since by our hypothesis G has property A,, G can be homomorphically 
mapped onto a direct sum 


E= TC") 


of » groups C(p"). Therefore G must have also a subgroup isomorphic to 
E which may be identified with EF, i.e., the group E can be regarded as 
the endomorphic image of G under an endomorphism 7: 


(26) nG—E— D> C(p"). 


Now we observe that an endomorphism 7 of G is completely determined by 
its action on the basic subgroup B. As a matter of fact, in m and yn’ are 
endomorphisms of G such that 75=7'b holds for every element 6¢8, then 
B is contained in the kernel of the endomorphism n’—yn, and thus the 
image group (7—7)G is a homomorphic image of the algebraically closed 
group G/B. This implies (n’—7)G-==0, since 0 is the only algebraically 
closed subgroup of the reduced group G. Therefore n’ ~ ». 

Now we associate with each element a€G on basic of (23) and (23’) 
the element 
27) a—> nb; +b, + +++ Nba 
This is a well-defined mapping of G into £, since the sum on the right 
1and side contains but a finite number of terms ==0 which can be proved 


6 The critical number was defined in (21). 
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as the analogous statement in § 5 by considering the heights of the occurring 
elements. Moreover, the mapping (27) is an endomorphism of G which 
coincides with 7 on B. Consequently, as we have seen above, the mapping 
(27) is identical with 7, and this means that the image group Gis a sub- 
group of E. But this contradicts (26) since by our hypothesis on 2 the group 
B contains no subgroup isomorphic to E. This contradiction completes the 
proof of Theorems 6 and 7. 
As an immediate consequence of Theorem 7 we get 


THEOREM 8. Let G be an arbitrary abelian p-group with the critical 
number m. Then a necessary and sufficient condition that every abelian p-group 
of power = be a homomorphic image of G is 

m= p. 

REMARK. My heartly thanks are due to L. Fuctis whose kind remarks 

have made possible shorter proof of Theorem 5. 


(Received 5 March 1954) 
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ON A PROPERTY OF BASIC SUBGROUPS 


By 
L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by L. Réve1) 


In a recent paper' T. SZELE has proved the following interesting results. 

I. A basic subgroup B of an abelian p-group G is a homomorphic 
image of G. 

Il. If a direct suth of cyclic groups is a homomorphic image of an 
abelian p-group G, then the same direct sum is a homomorphic image of 
some (and hence each) basic subgroup B of G. 

The starting point of the present simple note is the observation that the 
cited results imply at once 


THEOREM. If H is a homomorphic image of an abelian p-group G, then 
any basic subgroup C of H is a hemomorphic image of any basic subgroup 
of G. . 

As a matter of fact, by | cne has H~C and hence G~H implies 
G~C. By the definition of basic subgroup, C is the direct sum of cyclic 
groups, so that II implies B~C, as we wished to show. | 

Now we intend to prove that the statement of our Theorem may be 
verified by a simple argument without appeal to II, by making use of I only, 
and then II will follow at once, thus providing a simpler proof of II. 

As above, one may conclude to the existence of a homomorphism G~C 
which implies p*G~ p”C for each non-negative integer n. Combining the 
latter homomorphism with the natural homomorphism p*C ~ p*C/p™*!C we 
obtain a homomorphic mapping p*G ~ p*C/p"*'C whose kernel clearly con- 
tains p"*!G. Consequently, we have 
(1) eG | hth 6 Od ad OF) ctl © (g220,1, 2.0): 

Next take into account that for a basic subgroup B of G and for 
each non-negative integer n the isomorphism * 

; p" G/p! Gp" B/p"'B 
i ian p-groups, Acta Math. Acad. Sci. Hung. 5 (1954), 
pp. eat Ee ernitot rs ane aera and their isomorphism we refer to 


‘this paper. jah A 
es This isomorphism is an easy consequence of the definition of basic subgroup. 
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holds, so that by (1) we are led to a homomorphism | 
(2) pe B/p'B~ p»C/p™'C (a z= OC Lack 

The factorgroup p*B/p**'B is a direct sum of cyclic groups of order p 
where the power of the set of the componentsis equal to that of those direct 
summands of B which are of order = p”*'. In view of (2), this fact, together 
with the same fact in C, implies that in C the power of the set of the direct 
summands of order = p"*! does not exceed the cardinal number defined ana- 
logously for B (n= 0,1,...). Since B and C are both direct sums of cyclic 
groups, it follows that there is a homomorphism B ~ C, as stated. 

Finally, statement Il follows immediately: if H is a direct sum of cyc- 
lic groups, then H is a basic subgroup of itself, and therefore, by our The- 
oren, G~H implies B~ H. 

It is worth. while mentioning that the converse of Theorem is not true. 
in general. A counterexample: let G be the discrete direct sum of the cyclic 
groups of order p, p’, p’,... respectively, and H the torsion subgroup of the 
complete direct sum of the same groups. Then B= C(=G), but G~H is 
impossible by virtue of the powers of G and H. 


(Received 5 May 1954) 
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ON LINDELOF’S CONJECTURE 


By 
P. TURAN (Budapest), member of the Academy 


1. In what follows, we denote the complex variable by s=o-+it, fur- 


ther it =a=1, T=2, we denote by N(a, 7) the number of the zeros of 
the Riemann zeta-function in the parallelogram 

(1.1) ee oe) a) at eT, 

C,,Co,-.. denote constants whose exact values are not essential and which 
might depend upon an « or 7-parameter; if so, the dependence will always 
be explicitly stated. Then the well-known theorem of INGHAM' states essentially 


the following: 
If 


(1. 2) 


with numerical a and 6 = 3 then we have the inequality 


c( +H4)) <a(1 + ie) "log'@ + it) 


(1.3) Na, T) < T2429 C-9 logs T. 
As well. known,’ the simplest admissible values for a and 6 are 
pemilon’ » yu 3 
aa ae 6’ oe? ’ 
1 


this gives for —- = «@ =1 the estimation 


ny" 
8 

(1. 4) N(@,T)<aT* “ log’T. 

It is well known the effect of this inequality; following an idea of HOHEISEL, 

_INGHAM deduced from it the estimation 


5 
(1.5). Pust—Da<Ca(8)Pn® 
if n>n(e) and p, denotes the n® prime. He showed further that if the 


1 A. E. IncHam, On the difference between consecutive primes, Quart. j. of Math. 


Oxf. Ser., 8 (1937), pp. 255—266. : 
2, EC. Titcumarsn, The theory of the Riemann zeta-function, 2nd edition (Oxf., 


1951), p. 81. 
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constant e in (1.4) could have been replaced by 2+é with arbitrary small 


positive «, then (1.5) could have been replaced by 


1 


= +¢s(€) 
(1. 6) Pot Pn = ci8) a ee 
where 
Cilia lim ¢;(¢) = 0, 


e>0) 


i. e. the fourth rhain-problem of the analytical number-theory would be essen- 
tially solved. Now the estimation (1.3) has the interesting consequence that. 
the truth of the so-called LINDELOF hypothesis implies already the truth of 
the inequality (1.6). This hypothesis, unproved sofar, asserts that the value 
of a in (1.2) can be chosen to be an arbitrarily small positive number. This 
hypothesis is definitely weaker than RIEMANN’s conjecture; for a long time it 
was thought that it is so weak that its proof has almost no consequence on 
the distribution of zeros. The significance of INGHAM’s theorem consists in 
showing that perhaps LINDELOF’s conjecture is deeper than thought previously. 


If the constant = in (1.4) can be replaced by d (= 2) uniformly for =e = 


then in (1.5) the exponent 2+ could have been replaced by (—F 49. 
2. The present author introduced recently a method by which among 


others some results on the above-mentioned questions could have been 
achieved too.’ So he proved* without any hypothesis the inequality 


(2. 1) N(q@, T) < Cg T24-2)+8000 -4) Jog’ T 
valid uniformly for 7=2 and’ with a positive numerical c for 
(2. 2). l—c S=e=1 


which constitutes the best inequality sofar for N(a, 7) “near to «= 1” where 
in a sense it is the deepest. It is to’a certain extent a similar situation in 
the investigation of the order of |(s)|-for which the deepest results could 
have been achieved in the neighbourhood of the line o—1. Now concerning 


* P. Turan, Eine neue Methode in der Analysis und deren Anwendungen, Akadémiai 
Kiadé (Budapest, 1953). 


* L. c.* I. Teil. Anwendungen, § 14, p. 158. 


6 By performing the analysis more carefully the values 600 and a could have been 


replaced by much smaller resp. much greater values and also for c in (2.2) a numerical 


value could have been obtained. According to an unpublished improvement I replaced 
(2.1) by the estimation 


1,14. 


N(q, T) < cy T?20--@) 
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this two principial questions arise. First, can the method in ? work at all for 
] , 
> =eS=+1, i.e. also “far” from o=1? At the second, can perhaps from 


the truth of LINDELOF’s hypothesis much stronger estimation be derived for 
N(a@, T)? For the first we shall see, the answer is yes." As to the second it 
will turn out that everything depends on a value-distribution lemma in the 
half-plane 6 >1 which will be treated here only by the simplest means. The 
possibilities of an improvement are discussed in 7; this leads the author to 
the suspicion that LINDELGF’s conjecture is deeper than thought before and 
perhaps it implies also the estimation 


N(@, T) <c,(&, 0)T* 
ior o = st4, T = 2 with arbitrary small positive « and 0. 
3. For the proof of the inequality (1.6), under the supposition of the 
validity of LINDELOF’s conjecture, the following theorem is sufficient. If for 


v=5 and t= 1 we have with an arbitrarily small ¢>0O 


(3. 1) |S(o+ it)| S oo(e)e", 
then, if «= 5 +40) T = 2, we have 


(3. 2) N(q, T) < Cyo(8) T2440) 0- Jog> T 


where c,(#) and C(€) tend to O if «0. 


I 
We consider namely N(«, T) for + <a = 4 +e(s). Then, ifaW)< | 


we have : : 
——(l-a@ ———(1-«) 
N(a, T)<ewTlog T=ca Fi “logT Secu T™®4© “ log T< 
< C12 T2148 cle) (L-@) log ie 


i. e. choosing 
C3 (€) = max (Cn (8), 3¢9(¢)) 


e have 
‘ lim C13(8) ——— O 
6) 
and for d= - T = 2 uniformly 
Nianl) = Cul) [28 oe 9 jog TL 
with 


Cy(€) = max (Cy, Co (€)) 
and INGHAM’s proof shows indeed that the inequality (1.6) follows with a 
suitable c,(«) tending to O with «. 


6 Announced without proof in ? p. 161. 
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4. In this paper we are going to show the following 
THEOREM. Suppose there is a 4 with 
1 
(4.1) © 3 < F< 1 
such that for a sufficiently small positive 7 in the domain 
(4. 2) =F, t=1 
the inequality 
(4. 3) |S(o+it)| S cis(q)t"™ 
holds. Then for 
(4. 4) (1 =)o, = 4+4n, T > Ce (7) 
we have 
(4. 5) N(o1, T) < C17(m) T2 (1480) (l-oy) log® Te 


It would be easy to modify after the pattern of 3 the theorem so that 
it remain valid also for G=4; i.e. include the form (3. 1)—(3.2) of 
INGHAM’s theorem. We can leave it to the interested reader. At a superficial 
investigation it seems to me, that supposing the inequality (4. 3) only in a 
domain (4.2) with #> os 
N(o,, T) worse than (4.5). The proof given here is essentially different from 
that of INGHAM; it operates with values assumed “far” in the half-plane o > 1 


INGHAM’s method: gives only an estimation for 


of a function related to (s) and uses LINDELOF’s conjecture in the-form that 
N(o,, T+ 1)—N(o2, T) = o(log T) 
if only 0, = #+0, d>0 fixed and T-> ov. 


5. Before turning to the proof of the theorem, we need simple lemmas. 
We consider for o> 1, § =e", integer k satisfying the inequality 


(5. 1) 10 log§ =k=10, 
the function g.(s) defined by 
(5. 2) &(s) = ems =u log* = 


As easy to justify, g.(s) is connected with mo ‘by the formula 


(5.3) gr(s) = St Jam = (s-+w)aw 
where 
(5. 4) 


I—o< 7 <0. 
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We define for A= 2, B=10, C>1 
(5. 5) S= S(A, B, C)= = n- “log? — 
Then we have 


LEMMA I. 
CzAt 
(C—1)#*! : 
The proof uses the integral-criterion and can be omitted; in* p. 191 


S(A, B, C) < 3-B! 


we had a similar lemma but with the further restriction C =a 
We define further for 


(5. 6) ; J Pras yp Op | 
the quantity /;(7) by 
ar 
(6.7) jA(T)= J igo +ityPate 


Then we have the 
LEMMA II. 


mapa (oo petate, e210) 
2743 4s v% 
KAT) Ze cn + (a, aay)! 0% log S fa i leg + (0, pe -4 
hice 


A similar lemma was proved in * p. 192 with the supplementary restric- 
tion a= 2, but even therefore this is for our aims useless. However, the 
proof of this lemma II needs only slight changes, so a sketch of the proof 
will suffice. Replacing g.(a+-it) by its Dirichlet series, the usual sai 
leads to the inequality 


my 


n=€ 


log’ a log?*§ = z | 
TS, co 


log m log n log" z ™ tog 3 


2 
ma ba? = Beymer | 
-|- 


Si(T) EO 


(5-8) + =cw(Jr+Jo+J)- 


§éSn<mS2n (m n)” log as 


For J, we have in terms of S in oe 
Sh < 7 log’ é -S&, 2k, 20.) + S€, 2k-+-2, 20))}, 


i.e. using lemma | and also (5. 1) - 
Oy §!-?% lo E 

(S. 9) Te Cn la ae aa gs kP. 
| Gs 2 
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Similar] 
. Jo<{iogs- SE, k, 6) + SE, k+1, Oy) }'; 
i. e., using again lemma | and (5. 1), 


Sees = — E-k! 
(D: 10) Jo < Co —])2"+2 (1+ (0, ay: 


Finally, 


Js< Cx max coon 


=O) 1, 2,3 : 2 
i.e., using again lemma I and (5.1), 
“ Oo 4% E2(1-oy) log’ | 1 | 
C 1) js pee 4 (O)— a ‘ = (O.— iby : 
By (5. 8), (5. 9), (5. 10) and (5.11), lemma ‘II is proved. 


6. What is essential in the sequel is a simple consequence of lemma II. 
For any real function A(t) defined in T=t=2T7 and for any O<#<1 
we have 


B 
(6. 1) |A(t)|=T ‘(mcovas 
except for a set L of measure m(L) satisfying the inequality 
(6. 2) m(L)s T?. 
For 


2r é 2r 
| \aGQPax= | |A@Pdx=m(L)T™ | |A@)Pax 
T (L) 7 


which already proves (6. 1)—(6. 2). Applying this remark to A(t) = g;(0) +i), 
we obtain that for T=t=27 we have the inequality 


(6. 3) |g (0% +if)|S 
, 1 
] j de x VTi a 7 él on 
seu (14 a Lip) Hato 7? ET 42 eer | 
(3) | 


except for a set H, of measure m(H;) for which the inequality 
(6. 4) m(H;) a fad 
holds. Now we restrict the value of the integer k by imposing 


(6. 5) + log TSk+152logT; 


then, calling H the union of the sets Hy f 
or all values k of 2 
tained that on the segment : : of (6.5), we ob 


(6. 6) G=%, TSts2T 
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with the possible exception of a set H of measure m(H) satisfying 
(6. 7) m(H) < 2T* log T 


we have the inequality (6.3) for all integer values k statisfying (6. 5). 
For the sake of orientation we remark that for all T=t=2T the in- 
equality 


_ log n log" ~ 
| Ze (0, + it)| —_ epee 3 E-S(S, k, a) + S(E kK+1, 1) < 
4 16 iT05 1° 
< Co, k! log § (o,—1)=* 


| 


trivially holds. Hence what makes (6.3) non-trivial, is the factor T° 


7. We call for the sake of convenience those values s of the segment 
(6.6), for which (6.3) is fulfilled for all values k of (6.5), “good” values. 
Let us divide the segment (6.6), starting from the point o,+-iT7, into sub- 


intervals /; open from the right, of length 


ss a) We call such a subinterval /; “good” resp. “bad” if it contains 


1 : 
oe T (the last one possibly 


at least one “good” value s resp. none. (6.3)—(6.7) give the result that at 
most 


(7. 1) 2T? log T 


of them can be ‘“‘bad”’ intervals. 
This is a result on the distribution of values of g;.(s). All improvements 
of it would imply a better estimation for N(o,, 7). One. way of improvement 


can be the increasing of the exponent ue in (6.3) with keeping (7. 1) or what 


amounts to the same, the decreasing’ of the number of bad intervals in (7. 1) 
with keeping the exponent 2 in (6.3). This, though difficult, seems not to be 


impossible.’ But what we actually need, is a result of type (7.1), i.e. the 


a 1 
7 To be more exact if in (6.3) the exponent oy could be replaced by Kf, K > 5? 

uniformly for 0 < ¢ <1, then for any fixed o > 0 we could deduce uniformly for 

1 

eee OLS ll, 

> ge Oe 
the estimation : 

x ten @)G-a) f 
N(a, T) < Cys(8)T jogt T 

where C.(5) > 0 and tends to 0 with 4, of course supposing the truth of LiwpeLér’s con- 


s 1 
jecture. This is particularly strong, when «@ is near to z 
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fact that all |g,(o,--if)| with (6.5) assume “not too big” values in “very 
many” preassigned little intervals and this may be the case even if m(H) 
cannot be diminished. To improve the value distribution theorem (7. 1), i. e. 
to diminish the number of the bad intervals independently of the estimation 
of the measure m(H), we are led to questions, in certain sense dual to those 


<a | 
>, Z| 
v= \, 
assumes “often” values which are “not too small with respect to a norm”. 
What we need are results according to which such an expression assumes 
“often” values which are “not too large with respect to a norm” (in parti- 


cular with respect to the N. Wiener-norm). Such results could not be ex- 
pected of course without any restrictions upon the numbers z;; a suitable 


[ settled in.® In* I treated results according to which an expression® 


restriction would be the lower limitation of max 


1=4, vn 


arc = 
Zy 
8. After having established thé value distribution theorem (7. 1) we can 

turn to the proof of our theorem. # being fixed with 


(8. 1) 5 oy eos 
we choose 7; so small that 
." 100 
8. 2 G-dy eles ede 
8.3 ee 
(8. 3) 0< 95° 
(8. 4) [lee c 
100 
where c denotes the constant .in (2. 2), further 
Walhs: 1440 1 
a i108 = < Foom 
and 
1 
(8. 6) > > +107 (> ++ i‘). 


Anis and zy are fixed, x positive variable; z; means e*!°8*” with any fixed 
is A Sy aie A norm means any positive expression of the quantities |z,|* resp. 
| |2y|. So far we know. only problems where the necessity of the H. Bohr-norm 


“e | x : 
> |4»||zr|*, of the norms (min '2;|)* or (max |z,|)* and of the N. Wiener-norm 
“| 


v=1 J 
n Ve 
(> ar zr 


emerged. gis 
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Let 7 be a value satisfying all these restrictions and for which (4. 2)—(4. 3) 
holds; then we consider first the values o, with 


n 100 
(8.7) 1=6>1-(7%1 
Owing to (8.4) we have in this ease 

O07; a 1 Ree C; 


i.e. according to (2. 1) 


NG,5 FY < Gg Pe log! T. 
But then using (8.7) we have 
101° 
2(1 —9,) + 600(1—a,)! < 2(1 + 37) (1—,), 
i.€., Our theorem is proved for the values 9, satisfying (8.7). Hence we may 
suppose 


100 
(8. 8) $+4n2051-({%] 
We determine o, of (6.3) by 
] 
(8. 9) Oo== 1+ 7 
and # by 
é 2 
(8. 10) Pes segs aH: 
Then owing to (8.8) we have 
clea ON oF {| = 5 — 47) 
Sea Sao ie Te be. pee ay = = _ —— 7} F 
Bie 11) ae == 1—27 
which implies, using (8.6) and (8. 3), the inequality 
(8. 12) D= pet: 
T should be so large that ; 
\ 10 
log log T 1 (4 | 
a 13) Beto tp 1227) 1100 
pean oe 
34) log? T ~1—2n 2 \ 100, 
and * 
(8. 15) T > max (e*, (2+4)); 


‘ater on we shall have some more restriction upon 7, all of the type 7> 7o(1). 


On the integer k we impose at this moment only the restriction 


1—7, a 
I—(I—8 o pakti< ———~ log T. 
16 eet log TSk-+15 \ 
Oreresry, ional 2a} 
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Is that restriction not contradictory? Owing to (8.9) and (8.12) we have 


(i$ (Ten 6) 
%>1i-r 7 
(1—Fala—a—98) 
Oy—1 a 
i ia 


Orne Veeuiitl Mel, st |) = (1-2 = eee 


Fear ai fdled 
a Oy— 1 


< (1—7)(1—(1 — 27) 8), 


Lies (en) Pee sty ma 1—7 
1—(1—27)e ~ 


l= Ace 


2 eee 


dy—1- 
and hence (8. 16) is compatible. Hence for all values ¢ satisfying (8. 11) we 
have 
17 _ 1-(—n)8 
1—(1—27) & 
12 +n {1-5 -n} ( 0) 
2 

i.e. for T>C.o(q)) the interval (8.16) contains integer values, indeed. From 
(8. 3) we easily obtain 


> Co(7), 


ae 


— <2, 
3 
1—2n+n(1-> n| 
further from (8. 12) | 
(Fe eee 
[alae _ 
hence for (k+-1) we have also the rough inequalities 


(8. 17) 5 log TH=k+1s52logT; 


i.e., by the restriction (8. 16), (6.5) is automatically fulfilled. Owing to (8. 15) 
we have then certainly 

(8. 18) k= 10. 

Finally let the quantity € be given by 

(8. 19) E == ett’; 
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hence, by this choice, (5. 1) is satisfied.” Hence there is no hindrance to apply 


the inequality (6.3) with all integer values k satisfying (8. 16) for all “good” 
values s of 7. 


9. We have defined in 7 “good” resp. “bad” subintervals of the interval 
(6.6). Correspondingly, we define “good” resp. “bad” horizontal strips as 
those in which the imaginary part f of the variable belongs to a good resp. 
bad subinterval /;. Since the number of zeros of C(s) in every bad strip 
(as a matter of fact, in every such strip in T=t = 2T) is, as known, 


< Cy log T, 
the “bad” strips for T= t= 27 contain at most 
(9. 1) 2C» T? log® T 


zeros. We assert further that the “good” strips do not contain zeros for 


(9. 2) ote [5-7] a 


If we assume this as proved, this means that 


(9. 3) v(1 ee (S—n}2 27| —n(1 = [5-1] 8, 7] < ew T? log’ T. 


The restrictions upon 7 were all of type 7 >cy(7%); if we choose 7 so large 


that 
T%* > Ca(n), 
; foes “f h 5 
then (9.3) can be applied replacing 7 by mT a where vy is 


, 


rs 
2 


uniquely determined by 


ae Ths gh. < T'ls, 
2 6 


Adding the resulting inequalities, we obtain, owing to (8. 11), 
Keyl (;_(2 My 
n{I — (+ —x} i 7| < Cw(n) T* log’ T+N\i _ [4 —n)e i ] : 


” All applications of the method in question to the zeta-function referred to sums of 


~ 4 (=<) k+1 
0 ie ! 
are fixed, § and k+-1 to be chosen suitably, to make the sum 


nm 
k+1 
> of) 


j=! : 
So we certainly lose something by this step ; Aes loss one cou 


2 ” 
the form where the sum contains “not too many” zeta-roots, sy and a 


, 


“big”. By the choice (8. 19) we 


reduce the sum to a type where only one parameter, k+-1, is at our disposal. 


Id perhaps avoid by developing 


ir y 
a similar theory of “double powersums” s b,,Zy, Wy 
val 
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Applying e. g. CARLSON’s theorem to the estimation of the last term, we obtain 
n{1—(4—n] 8, r| < C3(4) T? log? T 
which is, owing to (8. 10), only another form of our theorem, since 
rit ke 
1—27 


10. Hence we have only to prove the assertion (9. 2) for “good” strips. 
Suppose this is not true; then we have a “good” strip containing a zero 
o* —o*-+it* with 


(10. 1) o=i—(4— Je. 


< 2(1 +37). 


2 


Owizg to the definition of a “good” strip, its intersection with the line o—o, 
contains a “good” point s. Taking this value s and writing 

(10. 2) S=SH—=Htih, 

we start from the inequality (6.3). We make use, on the other hand, of the 
representation 


vl-s 


co-s 
5 N 3 


Cc) Sioa 


1 Sw n 
10. 3 logt | — aS 22 ES ae 
( ) k} = og* g (s— 1)! <— (s—o)! — (s+ 2n)**! 


valid for o> 1; this could be deduced from the representation (5. 3), following 
by and large RIEMANN’s contour-integration argument. Hence 


gl*e Sas oe st oe Hd 
(sy— 1)! ae (sy —e)*! n=1 (Ss) + 2n)*} = 
1 
log’é | §2 °° a 
< ¢s4(n) F Vo ge 
> | l (%)—1) 
3 [o—+| 
2. 
Multiplying on both sides by 
E% ane —o*)** b< lag } (9, O *) ha Be 
v0 an 1] ’ 
we obtain 7 te 
ey Sy—e* i Eh. Sr Sy —o" rh ti » ae Sy—o” i < 
| Sy 1 , 0 So—e n=l Sot 2n 
(10. 4) e ry tye pe 
»— oO 7 
“age Tee | ioe? re 3 aa oer) 
ne |! ods O.—1 ; 
) | 


This will be the inequality from which, by use of (10. 1) and suitable choice 
of k we shall get a contradiction. 
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11. First we shal! simplify the ri 
ight-side of this inequality. W 
first that owing to (10. 1), (8.10) and (8.8) we have boy eh att 


o>9testay 


‘ 2 
i.e. using (8. 14) 
ie ol 1 
0 >>+-S 
yee | 
and thus Opies 
(0, 0°) a ets <o@, 2° 
lope he 2 
Hence 
k+1 
Oo + 


k+l 
| = \Telz- o*) (+1) ~ \Tle3 5 s+(s si) ae > 
using the definition of — and (10.1). Using (8. 16), this is less than 


—2n)8—1 1—(1—nje@ 


itp 
2 ‘T—(1—27)8 ee G 


log T 


(11.1) \T exp} 


As to the second term on the right of (10.4) we see using again ( 10. 1) and 
& (8. a that this is less than 


k+l 


1 


a1 
(o—1)+(4 1) 8+ parr 


Oo ] 


oe 
Since owing fo (8.14) and (8.11) 


., 100 
log? T ~ 2 1—27\ 100 


it follows further that the term in question is less than 


E i 3 K+ - 
be 7] ove a pet 
aun fered Se yt labora ry 


Using now the upper estimation of (K+ 1) in (8. 16), the exponent in (11. 2) 
is less than 


pas 
1 (a—2nye-+60(1— $2) 9 P= 
t—2nta(1—o1 


] log T. 
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From this and (11.1) we obtain the following consequence of (10. 4): 


k+1 ; « \k+I 
es | S,— 0" alia Seee( Sey we 2Qn- cal ee 
 S—1 re So—e mn I Sot 2n 


a= 


(11. 3) 


eur 
<Ca(h) 1 2 1087 


12. Some terms on the left can be estimated trivially. Since from (8. 19) 
and (8.17), §=7", the first term on the left is absolutely less than 


\ 10 
(12.1 ig i} <- 
(12. 1) Ft] <z 
using also (8. 18) and (8. 15). Also roughly the last sum on the left in (11.3) is 


absolutely less than 
DSI se) iby vp f 1 


S 1 — Oy+2n, n>20 ah toa es 
since from (8.17) and (8.19) &>|7 and further 
QO+1°: Oy 
Geeantiin? 
so we get 


k+1 


(12. 2) 


x ¢ k+l 
WT e-2n-o% | So— pel. Oo Cx (2) 
i ° (se aT [200+ (20,—1)}* J< tee 


N=] 
Now there remained only one sum on ‘the left of (11. 3); we estimate roughly 
the V-contribution of those zeros @ = 0,+-if, for which 
(12. 3) |t:—t| = 3a). 


We shall make use of the known fact that for all real values + the number 
of o’s in 


O<o<l, trstst+1 
is less than 


(12. 4) Cy, log (2+ |7}). 
It is sufficient to investigate the e’s with fp=t,+30,; the part corresponding 
to tf) =t,—30, can be dealt with analogously. Using oe “ we obtain 


AG “)B 


(12.5), IS onse eee rae log (2T-+n+2)<ewe® 
_ I+] 


<twe = log T<ctyT * = T 


“Te 10 log T 
Rie 


owing to (8. 17). 


Next we estimate, again roughly, the contribution W of the zeros belong- 
ing to the domain 


o : 
osl——, |t—t| =39,. 
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We remark that from (10.1), (8. 14) and (8.11) it follows 


ee A 1 
$—0"| So,—1'+|— — 7) 6+—— 
e |so, (5 n)@+igorr< 


<G)—1 +(5—nJe+ 7 <a—14+5 <|5,—e), 


i. €. using again (12. 4) 
Ee ay eg! 
[Wi<ca(ne 2 EO) og-r 
Taking into account the definition of € and also (8. 17), it follows 
Pa 
; (12. 6) | W| <ca(nje@+"* log TScu(n)T ? log T. 


Collecting (11. 3), (12.1), (12. 2), (12.5) and (12.6) we obtained, inserting 
_ the explicit expression of & 


Fu his 
ci201) Z= <C(7%)T ? log® 7. 


k+1 
>i carey, 
|to - ty | =3o, “=o 


=)-— 


= 


13. The integer k was subjected so far only to the restriction (8. 16). 
_Now we determine its value exactly so that we should get a /ower estimation 
for Z which will lead to a contradiction with: (12.7). This will be performed 
by the following theorem :" 


If 
(13. 1) max |2;|21 


Ge Te A 
with K=N and m>0 is given arbitrarily, then there is an integer 1, such 
that 


(13. 2) MmSn= m+N 

and A 
sar 1 N J 

(13. 3) j2r-+2e+ - +28l=| aga pan 


The sum in Z has evidently the character z*+!+ --- + 2z)*' where the 
role of the numbers z; is played by the numbers 


and K is the number of o’s in the domain 
(13. 4) eae |t—t,| < 30). 


10 See 1. c. 3, p. 52. with b) = b, —=---= he = 1. 
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Since o* is among the o’s in question, (13. 1) is fulfilled indeed. We choose 


1—(I—n) 8 
14. We need in applying the theorem (13. 1)—(13.3) an upper esti- 
mation for K. Here and only here will the modified LINDELOF’s conjecture 
be used. To get this upper estimation we shall use JENSEN’s inequality in the 
form that, if f(s) is regular for |s—s’|=R and O<r<kR, then the number 
of zeros of f(s) in the circle |s—s’|=r does not exceed 


f(s 
max lo Foie 
(14. 1) R js-s'|=R 8 f(s’) 
log — 
pi 
Let 
Pz 
CA sar 


and we consider for T=U=2T the quantity 


N(F+-7*, U+1)—N(F + 7, VU). 
To apply (14. 1) we choose 


riche Na 1 1 etd 
s=4+i{u+4], bir ae. F(s)=&(s). 


Since then |f(s’)| >> we obtain using (4.3) that for |s—s’|=R 


(14.2) tog| 9 < tog }aesm(U++-)" | <eu(n)-+1% log 7 
7 ICY 2 A ee . 
All points of the parallelogram 4 defined by 
(14. 3) 1=029+7, UstsU+1 
have a distance from s‘ not greater than 
(14.4) . 7 ; 2 
. | +(k—o—a). 
Choosing this as r we have 
1 
Ra raed 1 = 
eyes Rae Spores 
T(t) ee 
4 7? " 1— F 7 + 4 (l—d7'p 
1 
1 5 6 ae ] Le 
—————— re hea Ph! BA Someecerg “i oD 
; - (1 4 = a ee | 


ON LINDELOF’S CONJECTURE 161 


Owing to (14.4) and (14.2) we have 


2 
ag ee a l< 7 {Cis(4) + 1 log T} = cu(q) + 27 log T< 


a Cu(n) + es log di 


But we need the estimation of the number of zeros in the domain (13. 4). 
We assert that 


p i 
1— 2: : 
7 =I +N, 
i. e. the parallelogram 
Ustsu+1 


is contained in that of (14. 3). For we have owing to (8. 3) 
$¢2 7 T2097), 
1—9$—4n =(1—2n) (I-9—7}), 
2 ’ 
hie ee 
i. e. owing to (8. 11) 


f=2(1—9—7), 1— = 947), 
indeed. Hence 
K<(2+60)) (cu(y) + log T)<css(y) + 4 log T< 7 log T 
for T>cy(m), using (8.9). Hence we may choose 
(14. 5) N=n™ log T. 


. Now we choose for the value (k + 1) in (12. 7) that given by (13. 1)—(13. 3). 
We have to verify that (8.16) is by this choice satisfied. By (13.5) we have 
only to show that 


N< se ua ore log T, 
1—2n+n(1—4 9} Slag 


or, using (14.5), that 


rege Ene 
: 3 1—(1—2 
1—2n-+n(1—$ a] ( me 


(14.6) < 


-But this is true, -since from (8.11) we conclude 
| 2 l 
ay: 1—27 eens 1—27’ 


11 Acta Mathematica 
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3 3 
¢- 3+ ea—nlt— 97] 
NT <3 = or pes 


*}(1—(1— 2) 8) 
| dak 
= nt-+8\n(1—1) — a n(l—n)| 
ee fe 1) —C—2)8) 


3 e48|—n' (=a) r=) 


1—1, 
=. aia 
(1—,—3 }a——2n)) Lape ei: 

— 1-U—ne _ i—7, ah 1—(I—n) 8 

T(t 25)e 1—2n-++4(1—>] 1—(1—2n)6 


indeed. Hence (13.3) gives at once, using (13.5) and choosing in (12.7) 
k+ 1 caw Vo; 


1 7% n™logT 
] 
is (es 221" rte) ’ 
or a fortiori 
yy \ Vlog 7 1 08 
A (al = 
This and (12.7) give 
nm wlog te 


(14. 7) Tests (ete reCa( 7 log? T. 


15. But it is easy to show that for T>cy(y) this is not true. From 
(14.7) we conclude, by using (8.11), to the inequality 


ic 1440 ade Bs y= 
14.8 Ti l08 me S, oe 1-2 \ioo -2 
( ) alah log- T. 
But (8.13) gives 
I ay (aes 
opt er ee 
and for T > cy(7) 
1 z = aa G)" 
1-27 \100 
Cio(7)) ats : 


i. €., from (14.8) for T> a 


G ae log sao = > T 1-2n - s(t)" = lin)” 
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or 


79 log 1440 = va hes 
( ita 100°"! 
which contradicts (8. 5). 


(Received 14 June 1954) 


O TUNOTESE JIMHAJEJIEDA 
Ml. TYPAH (Byganewit) 


(Pe2 Me) 


B cpoev kHure? aBTOp BBE HOBbIM MeETOZ M fan TaM Ke PasIMYHbIe MPHMeHeHHA 
aToro mMeTofa. B Hacrosmen paOoTre STOT MeTOA NPHMeHAeTCA K faNbHenMWeMy usy4eHHiO 
¢cpyHkunu Pumana, a uMeHHO K M3yyeHHtO T. H. runoTesb! JIMH Dene da. Asrop foKasbi- 
BaeT usBeCTHy!O TeOpemy UHraMmMa B HEMHOFO yCHAeHHOK ope. CornacHo aTOU Teopeme, 
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KONVEXES POLYEDER ALS GEOMETRISCHER ORT 


Von 
GYULA SZ. NAGY (Szeged), Mitglied der Akademie 
(Aus dem Nachlaf des Verfassers bearbeitet durch L. Fejes Toru) 


Wir betrachten den geometrischen Ort derjenigen Punkte des euklidi- 
_schen Raumes, deren Abstandssumme von n festen Fundamentalebenen einen 
_konstanten Wert aufweist. Werden die Abstande an verschiedenen Seiten der 
_Fundamentalebenen mit entgegengesetztem Vorzeichen in Betracht gezogen, 
_ SO ist natiirlich der betrachtete Ort eine Ebene oder der ganze Raum. Wir 
_ wollen aber hier den absoiuten Betrag des obigen algebraischen Abstandes, 
_d.h. den effektiven Abstand, ins Auge fassen. Dann erweist sich unser Ort 
im allgemeinen als der Rand eines konvexen Vielflachs. 

Wir fassen unser Resultat im folgenden Satz zusammen: 


Es seien im euklidischen Raum n feste Ebenen E,,...,E, vorgegeben, 
die nicht alle zu einer bestimmten Geraden parallel sind.’ Dann ist der geo- 
_metrische Ort G(k) der Punkte P, deren Abstahdssumme A(P) von E,,..., E, 
den konstanten Wert k>k,—=MinA(P) aufnimmt, der Rand eines konvexen 
- Polyeders, dessen Kanten auf Fundamentalebenen liegen. Der Kern“ G(k) 
der Orter G(k) ist ein konvexes Polyeder, das auch in ein Polygon, in eine 
| Strecke oder in einen Punkt entarten kann. 

j Das verschiedene Verhalten der Orter G(k) im Falle k>k, bzw. k—k, 
wird plausibel, wenn wir anstatt der Menge G(k) der Punkte mit A(P)—k 
die Menge M(k) derjenigen Punkte P ins Auge fassen, fiir die A(P)=k 
ausfallt. Wir werden ndmlich zeigen, daB M(k) immer ein konvexes Polyeder 
ist, das aber fiir K—4, auch entarten kann. Im Falle k>k, ist M(k) eben 
das von G(k) begrenzte Polyeder. Im Falle k=, sind aber G(k) und M(k) 
offensichtlich identisch, wodurch verstandlich wird, daf G(k,) auch eine 


dreidimensionale Mannigfaltigkeit sein kann. 
1 Sind die Fundamentalebenen zu einer Geraden parallel, so \a6t sich die Unter- 
suchung unmittelbar auf das entsprechende ebene Problem zuriickfiihren, wena nur nicht 


‘s4mtliche Fundamentalebenen parallel sind und die ganze Fragesteilung sich sogar auf den 
Jinearen Fall reduziert. 


> 
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Die Tatsache, daB M(k) eine konvexe Menge ist, folgt aus der Bemer- 
kung, daB A(P) als Summe von konvexen Funktionen selbst konvex ist. 
Gilt daher fiir zwei Punkte P, und P,: A(P,)= und A(P,)=k, so gilt 
A(P) =k auch fiir jeden Punkt P der Strecke P,P,. Folglich gehort mit P, 
und P, auch die Strecke P,P, zu M(k). 

M(k) liegt offenbar im- Durchschnitt der Parallelschichten der Breite 
2k, welche die Fundamentalebenen symmetrisch umgeben. Mit Riicksicht auf 
die Voraussetzung, daS nicht alle Fundamentalebenen zu einer Geraden 
parallel sind, liegt dieser Durchschnitt, und damit auch M(k), im Endlichen. 
Wir beachten ferner, daB die Fundamentalebenen den Raum in eine end- 
liche Anzahl? von konvexen Raumteilen zerlegen und dali A(P) in diesen 
Raumteilen linear verlauft.6 Folglich wird M(x) durch eine endliche Anzahl von 
Ebenen begrenzt. M(k) erweist sich also als ein konvexes Polyeder, dessen 
jede Flache Durchschnitt je einer Ebene und eines der betrachteten Raumteile 
ist. Daraus folgt, da8 die Kanten von M(x) auf Fundamentalebenen liegen. 

Wir haben noch zu zeigen, daB G(x) fiir k >, mit dem Rande von 
M(k) zusammenfallt. Dazu bemerken wir zunachst, dai die Funktion A(P) 
auf dem Rande von M(k) den konstanten Wert k annimmt. Ware namlich 
in einem Randpunkt A(P)< k, so wiirde wegen der Stetigkeit der Funktion 
A(P) diese Ungleichung auch in einer Umgebung von P gelten, also wiirde 
eine ganze Umgebung von P zu M(k) gehéren, was unmdglich ist. Anderer- 
seits folgt aus der Konvexitéat der Funktion A(P), dai A(P) in M(k) ent- 
weder konstant ist, oder im Inneren von M(k) nur kleinere Werte als & an- 
nimmt. Nun ist die erste Alternative unméglich, da es wegen k>k, in M(k) 
Punkte gibt, wo A({P)—k,<k ist. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 

Die Tatsache, daB der Kern G(k,)=M(k,) eine O-, 1-, 2- oder 3-di- 
mensionale Mannigfaltigkeit sein kann, sieht man an Beispielen leicht ein. 
Gehen die Fundamentalebenen z.B. durch einen Punkt S, so besteht der 
Kern aus dem einzigen Punkte S. Sind dagegen die Fundamentalebenen 
Flachenebenen eines regularen Kérpers K, so ist der Kern mit K identisch. 
Es seien nun £,, £,,£, drei Ebenen, die einen regularen unendlichen pris- 
matischen Raumteil begrenzen. In diesem Raumteil ist die Abstandssumme 
von F,,£,, &, konstant, etwa—a, wahrend sie im AuBeren des Prismas >a 
ausfallt. Fiihrt man noch eine Ebene &, ein, die das Prisma in einem Drei- 
eck /\ durchschneidet, so. wird die Abstandssumme eines Punktes von 
E,, E,, E;, E, offenbar dann minimal, wenn der Punkt auf ,\ liegt. In diesem 


® Diese Anzahl ist nach einem Satz von Steiner héchstens (” t t + nr-+- 1, Vgl. Es 
Stemitz und H. Rapemacuer, Vorlesu 
285— 286. 


* A(P) kann in einem (im Endlichen liegenden) Raumteil auch den konstanten Wert 
k aufnelimen. Dann ist M(k) mit diesem Raumteil identisch. 


ngen liber die Theorie der Polyeder (Berlin, 1934), S. 
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Fall ist also der Kern eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit. Fiihrt man 
noch eine Ebene &E; so ein, dafi sie das Dreieck /\ in einer Strecke s trifft, 
so wird die Abstandssumme eines Punktes von £,,..., E, dann minimal, wenn 
der Punkt auf s liegt. Also ist der Kern eindimensional. 

Damit haben wir unseren Satz bewiesen. 

Unser Satz gilt natiirlich auch im Falle, wenn die von den Fundamental- 
ebenen gemessenen Abstaénde mit vorgegebenen positiven Gewichten in Be- 
tracht genommen werden. Sind unter den Gewichten auch negative vorhanden, 
so begrenzt G(x) im allgemeinen kein konvexes Polyeder. 


(Eingegangen am 12. Oktober 1954.) 


BbINYKJIbIA MHOrOrPAHHUK KAK TEOMETPUYECKOE MECTO 


Jl. C.-HAb (Cereg) 
(Sty nocmepruyto pa6oty apTopa nogrorosua Kk neyatu JI. Deew ToT) 


(P e310 Me) 


Uccaenyetca reomerpuueckoe Me€CTO TeX TOYEK IBKMAOBOrO, MPOCTPaHCTEBA, [IA KOTO- 
PpbIxX CyMMa paCCTOAHHH OT MN aHHbIX MAOCKOCTeM MOCTOAHHA; Mpa 3TOM MNAOCKOCTH 
nmpeqnonarawTca HeMapanenbHbIMM OAHOK uM TOK xe npsAMOK. /loKasbiBaeTCA, 4TO eCAM 
cyMMa paccTOAHMA MMHMMAIbHa, TO TEOMeETPH4eCKOE MECTO MOKET ObITh TOAbKO BbINYKAbIM 
MHOPOrpaHHHKOM, BbITYKAbIM MOAMTOHOM, OTPe3KOM NIPAMOM MIM touxon. Bo scex jApyrux 
cayyaax reoMeTpHyecKoe MeCTO ABAAeTCA TpaHMen BhINyKIOrO MHOrOrpaHHnka, pan 
KOTOPOrO eKaT B [AHHBIX MAOCKOCTAX. 
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DIE HOLOMORPHENTHEORIE FUR GRUPPEN UND RINGE 


Von 
LADISLAUS REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie. 


§ 1. Einleitung 


Die verschiedenen Zweige der Algebra haben sich mehr oder weniger 
-voneinander unabhangig entwickelt und eine zielbewuBte Tatigkeit zur Ver- 
einheitlichung der begrifflich zusammengehérenden Teile ist erst in der neu- 
eren Zeit bemerkbar, aber man hat in dieser Beziehung gewilfi noch vieles 
zu tun. Ein wichtiges Mittel dieser Vereinheitlichung besteht im Ausbau von 
analogen Theorien auf den verschiedenen Forschungsgebieten. 

In unserer Arbeit wird es sich um eine neue gruppen-ringtheoretische 
Analogie handeln, die zwischen der sthon fertigen Holomorphentheorie fiir 
Gruppen und einer erst hier aufzustellenden Holomorphentheorie fiir Ringe 
besteht. Dabei verstehen wir unter ,Holomorphentheorie fiir Gruppen“ den- 
jenigen Teil der Gruppentheorie, der sich vor allem auf die zwei, bekannt- 
lich eng zusammenhangenden Begriffe ,charakteristische Untergruppen“ und 
»Holomorph* einer Gruppe, ferner auf den mit diesen ebenfalls eng zusam- 
menhangenden Begriff ,,vollstandige Gruppe“ bezieht. Entsprechend werden 
auch in der ,Holomorphentheorie“ fiir Ringe die drei analogen Begriffe auf- 
treten. Die ersten zwei dieser Begriffe werden wir ahnlich charakteristische Unter- 
ringe bzw. Holomorphe’ eines Ringes nennen (ihre Definition erfolgt spater). 
Es wird eine Uberraschung, daf als zum dritten der erwahnten gruppentheo- 
retischen Begriffe, namlich zur ,,vollstandigen Gruppe“ analoger ringtheore- 
tischer Begriff der ,Ring mit Einselement* auftreten wird.’ 


1 Die Mehrzah! ,Holomorphe‘“ ist kein Druckfehler! Es wird sich namlich heraus- 
stellen, da8B ein Ring.im. Gegensatz zur Einzigkeit des Holomorphes einer Gruppe im all- 
gemeinen mehrere Holomorphe hat. Diese Mehrheit liegt — wie wir sehen werden — 
véllig in der Natur und ist etwa dem Umstand zuzuschreiben, daB der Begriff des Ringes 
mehr zusammengesetzt ist als der der Gruppe. 

2 Die Ringe mit Einselement haben von jeher eine bevorzugte Rolle unter allen 
Ringen gespielt (z. B. in der Teilbarkeitslehre, Idealtheorie, linearen Algebra usw.). Freilich 
-findet diese Bevorzugung eine formale Erklarung im Umstand, da8 die Anwesenheit des 
Einselementes betrachtliche rechnerische Vereinfachungen nach sich zieht. Demgegeniiber | 
“ erblicken wir in der obigen Analogie sozusagen den  inneren Grund fiir die bevorzugte 
Stellung der Ringe mit Einselement. Diese sotlten wir fortan eigentlich auch ,volistindige 
Ringe“ nennen, was wir trotzdem nicht tun werden, raten aber dem Leser, iiberall statt 
' Ring mit Einselement* auch ,vollstandigen Ring“ zu verstehen. 
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Gleich wollen wir noch folgendes erwahnen. Bekanntlich spielen in allen 
Teilen der Algebra gewisse Abbildungen, ndmlich der Homo-, Iso-, Auto-, 
Endo-, Meromorphismus, eine Fiihrerrolle. Als ein wichtiges Ergebnis unserer 
Untersuchungen wird sich zu diesen fiinf Begriffen (ausschlieBlich fur Ringe) 
ein sechster, nicht minder wichtiger gesellen. Dieser wird gewisse Paare von 
Abbildungen eines Ringes in sich bedeuten, ein solches Paar von Abbildun- 
gen werden wir einen Doppelhomothetismus nennen. Die Doppelhomothetis- 
men spielen, wie wir.sehen werden, nicht nur in der Holomorphentheorie, 
sondern auch in anderen Fragen beziiglich Ringe eine Rolle, und bilden, wie 
unglaublich das auch lautet, ein Analogon zu den Automorphismen einer 
Gruppe. 

Nachdem wir hiermit kurz iiber den Inhalt unserer Arbeit berichtet haben, 
wollen wir zur vorherigen Beleuchtung der erst im § 2 beginnenden Unter- 
suchungen einiges tiber die Analogien zwischen gruppen- und _ ringtheoreti- 
schen Begriffen bemerken.* Dementsprechend kann der iibrige Teil dieser 
etwas langen Einleitung fliichtig gelesen werden. 

/’ und P bezeichnen durchgehend eine Gruppe bzw. einen Ring. 

P+ bezeichnet den Modul von P, d.h. den durch die Elemente von P- 
gebildeten Modul. | 

A.*.B bezeichnet, dafi A,B zwei analoge Begriffe sind, von denen A 
gruppentheoretisch, B ringtheoretisch ist. 

Eine der wichtigsten Analogien solcher Art ist 


(1) Homomorphismus von /* .-. Homomorphismus von P. 
Mit dieser hangt 
(2) Faktorgruppe von /* .:. Faktorring* von P 


eng zusammen, da links im wesentlichen (d. h. von Isomorphie abgesehen) 
die sadmtlichen homomorphen Bilder von /’, rechts die von P stehen. 
Kraft (2) gilt die ebenfalls sehr starke Analogie 


(3) Normalteiler von JZ’ .-. Ideal -von P, 


da die Faktorgruppen und Faktorringe auf bekannte Weise durch die Nor- 
malteiler bzw. Ideale angebbar sind. 
Die Analogie 


(4) Untergruppe von /’ .*. Unterring von P, 


ist weniger stark, da statt ihrer oft die eine oder andere der (allerdings 


sin ° Es ist freilich stets eine Geschmackssache, ob man und in welchem Grade gewisse 
egriffe als analog betrachtet. Wenn wir deshalb iiber Analogien sprechen und eventuell 


auch ihren Grad mit ,genau, stark, schwach“ usw. bezeichnen, so soll das stets nur eine 
Auffassung bedeuten. 


‘ Wir sagen ,,Faktorring“ statt »Restklassenring*. 
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schwacheren) Analogien 
(5) Untergruppe von J” .-. Untermodul von ar 
(6) Untergruppe von /” .-. einseitiges Ideal von P 


zu Kraft tritt, ferner kommt in gewissen Untersuchungen mehr die ebenfalls 
schwache Analogie 


(7) Normalteiler von T .-. einseitiges Ideal von P 


(statt (6)) zur Geltung. 
Dem Anschein nach ist 


(8) Automorphismus von J” .-. Automorphismus von P 


eine ahnlich starke Analogie wie (1). Wenn man aber (3) beachtet, und 
bedenkt, dai sich die Normalteiler von J” als die gegeniiber gewissen (nim- 
lich den inneren) Automorphismen von /” zuladssigen Untergruppen charakte- 
risieren lassen, dagegen eine entsprechende Charakterisierung der Ideale von 
P durch Automorphismen unméglich ist,’ so fiihlt man sich gezwungen, die 
Analogie (8) abzulehnen. Eine andere ,Schwache“ der Analogie (8) ist, dab 
bekanntlich eine Gruppe mit mehr als zwei Elementen stets auch nichtiden- 
tische Automorphismen _ hat, wogegen es viele Ringe mit nur einem (dem 
identischen) Automorphismus gibt. Schon aus diesem Grunde kann die 
rechte Seite von (8) nicht die ahnlich wichtige Rolle spielen wie die linke 
Seite, und man weif auch aus Erfahrungen, dai — im Gegensatz zur fort- 
wahrenden Anwendung der Automorphismen in der Gruppentheorie — die 
Automorphismen eines Ringes sehr selten zu Wort kommen.” Nicht weniger 
entscheidendes gegen die Analogie (8) ist endlich, da die Automorphismen 
von /’ eine Gruppe bilden, wogegen die Automorphismen von P keinen Ring 
bilden: wegen des ersteren existiert die ,Schreiersche Erweiterung von J’ mit 
seiner, vollen Automorphismengruppe*, wegen des letzteren fehlt ein analoger 
Begriff fiir P, der ebenfalls durch P und seine volle Automorphismengruppe 


bestimmt ware.® 


5 Die inneren Automorphismen einer Gruppe haben innerhalb der Automorphismen 
eines Ringes ohne Einselement tiberhaupt keine Analoga. (Hierauf kommen wir bald zuriick.) 

8 Z. B. hat der Ring 7 der ganzen Zahlen nur den identischen Automorphismus. 
Betrachten wir ferner den Polynomring /[x]. Selbst dieser hat bekanntlich unendlich viele 
‘Automorphismen, und zwar lassen sich seine sdmtlichen Automorphismen durch x —> x +-¢ 
und x-+—x-+c angeben (c€J). Bezeichnet aber f(x)(€/[x]) ein Polynom, wofiir alle 
+f(+x-+c) verschieden sind, so hat der Ring f(x) /[x] offenbar. nur den identischen 
Automorphismus. Ahnlich beschaffen ist auch der Ring {f (x), I[x]}. — Wie hier so auch 
spaiter bezeichnet {---} die durch die eingeklammerten Elemente erzeugte (algebraische) 
Struktur. 
7 In (allerdings wenigen) Spezialfallen, so vor allem fiir gewisse Kérper und Schief- 
kérper sind jedoch die Automorphismen iiberaus wichtig, wie z. B. in der Theorie von 
Gators. Durch solche Sonderheiten wird jedoch das oben Gesagte nicht beeinfluBt. 

8 Diesen jetzt noch fehlenden analogen Begriff werden wir spdter dennoch finden. 
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Dagegen spielen die Endomorphismen des Moduls eines Ringes eine 
4hnlich oftmalige Rolle in der Ringtheorie wie die Automorphismen einer 
Gruppe in der Gruppentheorie. Deshalb kann 


(9) Automorphismus von /” .*. Endomorphismus von ey 


einigermagen als ein Ersatz fiir die nach vorigem sehr schwache Analogie 
(8) angesehen werden. Allerdings ist auch (9) fiir eine schwache Analogie zu 
halten schon aus dem Grunde, daB im allgemeinen in die rechte Seite von 
(9) die in P definierte Multiplikation gar nicht eingeht. 

In. Spezialfallen geschieht das doch, denn die Abbildungen 


(10) 0+ 20,004 (@€P) 


definieren fiir jedes «(€P) zwei Endomorphismen von P*. Diese nennen wir 
nach BourBaki [1]° den durch « induzierten inneren Links- bzw. Rechtsho- 
mothetismus von P.” Beide nennen wir kurz auch innere Homothetismen. 
Dann gilt der ,,Teil* " 


(11) innerer Automorphismus von J” .-. innerer Homothetismus von P 


der schwachen Analogie (9) fiir eine starke Analogie. In der Tat ist (11) mit 
(3) gut vertraglich, denn einerseits sind die Normalteiler von /” (wie schon 
erwahnt) die gegeniiber allen inneren Automorphismen von J zulassigen Unter- 
gruppen, andererseits sind die Ideale von P 4hnlich die gegeniiber allen inne- 
ren Homothetismen von P zulassigen Unterringe. (Vgl.”.) 

Damit beenden wir auch schon die Aufzahlung der im wesentlichen 
bekannten Analogien zwischen gruppén- und ringtheoretischen Grundbegriffen, 
deren Zahl man noch vermehren kinnte, aber fiir unseren Zweck, das spa- 
tere zu beleuchten, geniigt das bisherige. 

Jetzt wollen wir kurz einige neue Untersuchungen erwdhnen, in denen 
Analogien zwischen Gruppen- und Ringtheorie ausgebaut wurden. 

EVERETT [3] hat die Schreiersche Erweiterungstheorie fiir Ringe aufge- 
stellt."* Diese zwei analogen Theorien -(die Schreiersche und Everettsche) 
beruhen vollig auf der Analogie (3) und bilden einen auGerst wichtigen Teil 
der Gruppen- bzw. Ringtheorie. 


F Mit [ ] verweisen wir an das Literaturverzeichnis am Schlu® unserer Arbeit. 
ss Selbst Bourpaki verwendet die Benennungen ,homothétie 4 gauche“ bzw. ,,a droite“. 
Sam itis cee wir SOmCr ete statt_,Homothetismus“ sagen sollen, uns gefallt aber die 
: + eet . int ps Abnlichkeit mit Homo-, Iso-, Automorphismus usw. 
Seeuiliediides sivet Seieneear i aaa na Teil von (9), daB beide Seiten von (1) einen 
19 ee 
ge i et eee eee der Schreierschen Erweiterungstheorie fiir Gruppen und 
eae aa erties an REDE! {6}. — Gleichférmigkeitshalber werden wir tiber Schrei- 
Erweiterte " Me pebble: sprechen, ferner sagen wir statt ,Schreiersche 
Be P ” chreierscher Erweiterungsring* in beiden Fallen kurz ,,Schreier- 
rweiterung", wenn daraus kein MiBverstaindnis entstehen kann. 
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Fucus [4] hat den wichtigen Begriff der Frattinischen Untergruppe auf 
den Fall von Gruppen mit Operatoren tibertragen und gezeigt, daB im Fall 
eines P mit Einselement das Jacobsonsche Radikal von P mit der Frattini- 
schen Untergruppe von P+ iibereinstimmt, wenn man die inneren Rechtsho- 
mothetismer von P als Operatoren von P* deutet. 


REDE! [9], [10] hat zwei verschiedene ringtheoretische Analoga der Hamil- 
tonschen Gruppen untersucht (die zweite dieser Untersuchungen noch nicht 
beendet).* ; 


Mit den letzten zwei Beispielen sind wir von unserem eigentlichen 
Gegenstand abgewichen, aber wir kommen jetzt darauf zuriick. Und zwar 
wollen wir statt der schwachen Analogie (8) unter Beibehaltung der linken 
Seite und passender Veranderung der rechten Seite eine starke Analogie auf- 
stellen. Dabei wollen wir an die vorige Bemerkung ankniipfen, da (11) eine 
starke Analogie ist. Deshalb beabsichtigen wir (11) so zu ,erweitern“, daB 
hierdurch die gewiinschte Analogie entsteht, was auf eine ,richtige“ Verall- 
gemeinerung der rechten Seite von (11) ankommt. Nun liegt diese Verallge- 
meinerung auf der Hand, so dafi man in (10) das Element @(€P) durch ein 
Element a eines Oberringes P von P ersetzt, das man aber der Bedingung 
unterwirft, dai alle Produkte ae, ea in P liegen, damit auf diese Weise wirk- 
lich Abbildungen von P in sich entstehen. Da die gesagte Bedingung bedeu- 
tet, daB der Ring P als Ideal in P enthalten, d. h. P eine Schreiersche Erwei- 
terung von P ist, so greifen wir zur folgenden Definition: 

Ist a ein Element einer Schreierschen Erweiterung von P, so nennen 
wir die zwei Abbildungen 


(12) 0—a0,e—ea (@ €P) 


den durch a induzierten Links- bzw. Rechtshomothetismus von P.“ Beide nen- 
nen wir kurz ‘auch Homothetismen. Es ist klar, daB die inneren Homothetis- 
men wirklich Spezialfalle der Homothetismen sind. Einen Homothetismus von 
P, der kein innerer ist, nennen wir einen duferen Links- bzw. Rechtshomo- 


thetismus von P.® 


13 Bekanntlich nennt man eine Gruppe Hamiltonisch, wenn aile Untergruppen normal 
sind. Auf Grund der Analogie (3) und der Analogien (4), (5), (6) lassen sich drei verschie- 
dene ringtheoretische Analoga definieren, von denen die ersten zwei von Reéper [10], {9} 
»Vollidealringe im weiteren Sinn‘ bzw. ,,Vollidealringe“ genannt wurden. 

4 Die Méglichkeit nach weiterer Verallgemeinerung liegt vor, so daB man in den. 
zwei Abbildungen (12) nur voraussetzt, daf a ein Element eines Oberringes von P ist, der 
P als Links-, bzw. Rechtsideal enthalt. 


15 Boursakt [1] spricht iiber ,homothétie externe* in wesentlich anderem penne, Nur 
ungern geraten wir durch unsere obige Definition der Homothetismen mit der Definition 


der ,homothétie externe“ von Boursaki in: einen Konflikt, trotzdem ins Bik ae die. 
ismus“ der obigen Abbildungen nicht verzichten, Wir haben hierzu 
ee ee : n Homothetismen die natiirlichste Verallge- 


zwei Griinde. Der eine ist, da8 wir in unsere 
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Ferner nennen wir das (geordnete) System der zwei Homothetismen (12) 
den durch a induzierten Doppelhomothetismus von P. ‘© Gehért dabei a in P, 
so sprechen wir von einem inneren Doppelhomothetismus von P, dagegen ver- 
stehen wir unter einem duferen Doppelhomothetismus von P einen solchen, 
der kein innerer ist. 

Wie oben schon gesagt wurde, werden fiir uns die Doppelhomothetismen 
von grofer Wichtigkeit sein. Diesbeziiglich bemerken wir vor allem, daB an 
Stelle von (11) sich die noch starkere Analogie 


(13) innerer Automorphismus von /” .°. innerer Doppelhomothetismus von P 


fiir viel niitzlicher erweisen wird. Einerseits gilt namlich das tiber (11) 
bemerkte offenbar auch fiir (13). Andererseits bilden die inneren Doppelho- 
mothetismen von P — wie wir sehen werden — nach einfachen Rechnungs- 
regeln einen Ring, der sich als genaues Analogon der Gruppe der inneren 
Automorphismen von J” betrachten lassen wird. (Eine der letzteren ahnliche 
Bemerkung gilt fiir (11) nicht.) 

Ferner besteht als eine ,Fortsetzung“ von (13) die unseres Erachtens sehr 
starke Analogie 


(14) Automorphismus von /” .-. Doppelhomothetismus von P, 


die wir auch schon oben angemeldet haben; diese mag an Stelle der sehr 
schwachen Analogie (8), undzwar mit viel mehr Recht als (9), fiir richtig 
hingenommen werden. Die eigentliche Rechtfertigung dieser Auffassung wird 
durch unsere spdateren Betrachtungen geliefert, hier beschranken wir uns 
diesbeziiglich auf einige kurze Bemerkungen. ' 
Bekanntlich gewinnt man alle Automorphismen von / und nur diese 
als durch die Elemente a der Schreierschen Erweiterungen von I” gelieferten 
Abbildungen 
e—a‘ea (0€T). 
Die Analogie zwischen dieser Definition und der der Doppelhomothetismen 
ist auffallend. . 
Im Gegensatz zu den tiber die Automorphismen von P gesagten (vgl. 
auch *) gibt es im Fall P =~ 0 stets mindestens zwei Doppelhomothetismen von P. 


- 


meinerung der inneren Homothetismen erblicken. Der zweite ist, daB unseres Wissens die 
Benennung »homothétie externe* (im Sinne von Boursakt) sich bisher wenig in der Litera- 
tur verbreitet hat. [Wir kénnen auch noch einen dritten Grund auffiihren. Die Algebra ent- 
lehnt namlich den Begriff ,Homothetie* von der Geometrie’ in der man unter Homothetie 
(bis auf Translation) eine Punkttransformation x — cx (c reell) des n-dimensionalen Euklidi- 
schen Raumes versteht (x bezeichnet den Ortsvektor des Punktes), die also im _ wesentli- 
chen in der Verwendung eines »Ahnlichkeitsfaktors“ bedeutet, wie auch unser Homothetis- 
mus, wogegen ahnliches fiir die ,homothetie externe* von Boursaki nicht gilt.] 

' Ein Doppelhomothetismus besteht also aus einem Links- und einem Rechtshomo- 


thetismus, die aber nicht beliebig sind, sondern beide durch ein Element induziert werden 
k6nnen, wie das oben unzweideutig gesagt wurde. 
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aie Dee cstnsen ni triviale und der identische Doppethomothe- 
; ie beiden Spezialfalle, wo alle Bildelemente 
ae, ea gleich O (Fall a—O von (12)) baw. gleich @ sind.” 

Die Doppelhomothetismen (ahnlich wie die inneren) werden sich nach 
einfachen Regeln addieren und multiplizieren lassen. Wohl bildet dann die 
Menge aller Doppelhomothetismen von P im allgemeinen keinen Ring, dage- 
gen wird diese Menge gewisse Ringe enthalten, die die ahnliche Rolle im 
Zusammenhang. mit P spielen, wie die volle Automorphismengruppe von J, 
weshalb sie als (genaue) ringtheoretische Analoga dieser Gruppe angesehen 
werden kénnen., Die gesagten Ringe werden wir verwenden um mit ihnen 
gewisse Schreiersche Erweiterungen von P zu bilden, worauf wir schon in* 
angespielt haben; diese Erweiterungsringe werden die Holomorphe von P sein. 

Endlich werde bemerkt, daf& die charakteristischen Untergruppen und 
-ringe dhnlich mit der Analogie (14) zusammenhadngen werden, wie auch 
die Normalteiler und Ideale mit der Analogie (11) (oder (13)) im schon 
bemerkten Zusammenhang stehen. 

Ubrigens werden wir im § 2 bei (30) bis (33). die Definition (12) der 
Doppelhomothetismen durch eine mehr explizite ersetzen. 

Unsere Arbeit, was noch iibrig ist, gliedert sich so: 

Im § 2 machen wir einige Vorbereitungen. 

Im § 3 stellen wir die im wesentlichen bekannten Grundlagen der Holo- 
morphentheorie fiir Gruppen in einer zu unseren Zwecken geeigneten Form 
‘zusammen. 

Im § 4 erfolgt die Begriindung der analogen Theorie fiir Ringe. 

Im § 5 untersuchen wir als Spezialfall die Ringe mit Einselement (als 
Analogon zu den vollstandigen Gruppen). 

Im § 6 beschaftigen wir uns mit einigen weiteren Spezialfallen. 

Obwohl es sich hauptsdchlich um die Theorie der Ringe handein wird, 
‘so werden wir doch auch in der Gruppentheorie wenig neues erzielen.** 


§ 2. Vorbereitungen 


Neben den im § 1 eingeftihrten Bezeichnungen /’,P, P* fiihren wir die 
folgenden, ebenfalls durchgangigen Bezeichnungen ein: 


17 Das letztere ist auch ein méglicher Fall, der namlich so entsteht, daB man fiir a 
in (12) das Einselement einer passenden Schreierschen Erweiterung von P nimmt, die 
bekanntlich stets existiert. Gleich bemerken wir, da der triviale Doppelhomothetismus von 
P stets ein innerer, dagegegen der identisehe dann und nur dann ein innerer ist, wenn P 
ein Einselement enthilt. 

18 Das Hauptproblem dieser Arbeit, eine Holomorphentheorie fiir Ringe zu schaffen, 
tauchte mir wahrend einer Besprechung mit meinem Aspiranten, Herrn O Sreinreto, auf, 
Er und die Herren L. Fucus, G. Pouték, J: Szenpret, Prof. L. KavmAr haben mit ihren niitz- 
lichen Bemerkungen zur endgiiltigen Abfassung meiner Arbeit beigetan, weshaib ich ihnen 


herzlichst danke. 
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a, 8,... bezeichnen beliebige Elemente von I bzw. P, je nachdem von 
Gruppen oder Ringen die Rede ist. Insbesondere bezeichnet ¢ das Einselement 
von I” oder P, letzteres natiirlich nur dann, wenn P-ein Ring mit Einselement 
ist. Die Null in P wird mit O bezeichnet. 

I,,P, bezeichnen das Zentrum von J” bzw. den Annullator von P; unter 
dem letzteren verstehen wir das Ideal derjenigen y, fiir die yvP—Pyv—0 gilt. 
Die ahnlichen Bezeichnungen /°,,P, verwenden wir deshalb, weil sich 
(15) (I",=) Zentrum von ’’.:. (P,==) Annullator von P 
(im Zusammenhang mit (14)) als eine starke Analogie erweisen wird.” 

a, bezeichnet das durch « reprasentierte Element der Faktorgruppe 2) 7, 
bzw. des Faktorringes P/P,, d. h. die Klasse el’, bzw. «+-P,. 

X < Y bezeichnet, daB entweder X, Y,Gruppen sind und X Untergruppe 
von Y ist, oder sie Ringe sind und X Unterring von Y ist. 

X<Y bezeichnet, daB X< Y gilt und dabei X normal™ in ¥ ist. 

X<4Y bezeichnet, daB X<Y gilt und dabei X charakteristisch™ in 
Yrist. 

a, 6,... bezeichnen entweder Abbildungen von J’ in sich oder (geord- 
nete) Paare von Abbildungen, kurz Doppelabbildungen von P in sich; genau 
gesprochen verstehen wir unter einer Doppelabbildung von P in sich das 
System von zwei Abbildungen von P in sich, die wir als den ersten bzw. 
zweiten Bestandteil der Doppelabbildung unterscheiden. 

e bezeichnet insbesondere die identische Abbildung von 7’, bzw. die 
(aus zwei identischen Abbildungen bestehende) identische Doppelabbildung 
von P, je nachdem von J’ oder von P die Rede ist. 

Fiir eine beliebige Abbildung a von I in sich bezeichnen wir mit @& 
das entsprechende Bild von @. Dann ist a gleich der Abbildung «@—e*. In 
der Menge dieser Abbildungen definieren wir das Produkt ab als dasjenige 
Element der Menge, wofiir 
(16) qt == (a)? 
gilt. 


Fiir eine beliebige Doppelabbildung a von P in sich bezeichnen wir mit 
ad,ca die entsprechenden zwei Bilder von @, so daB dann a aus den zwei 
Abbildungen @—-aa,@—+ aa besteht (in dieser Reihenfolge). In der Menge 
dieser Doppelabbildungen definieren wir die Summe a-+-6 und das Produkt 


19 Dagegen ist 
Zentrum von J’ .:. Zentrum von P 
eine sehr schwache Analogie zu nennen. 


sate lee get ; : ; . , 
Einen Unterring nennen wir normal, wenn er ein Ideal ist. Die Bezeichnung ,X <] Y,- 


laBt sich auch so erklaren, daB Y eine Schreiersche Erweiterung von X ist (mit beliebiger 
Faktorstruktur Y/X). 


"1 Wir definieren ,charakteristisch“ erst in den §§ 3, 4, weshalb das Zeichen ,<q* 
vorlaufig noch nicht verwendet wird. 
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ab als dasjenige Element der Menge, wofiir 


(17) (a+b)e—ae+ba, a(a+b)—aa+ad, 
(18) abe—a(be), aab=(aa)b 
gelten. ” 


Fiir Teilmengen H von I bzw. P definieren wir die Bilder H* und 
aH, Ha wie iiblich als die Menge der entsprechenden Bilder der Elemente. 

; Von was fiir eine Menge M von Abbildungen von J” oder Doppelab- 
bildungen von P in sich die Rede sein wird, so werden wir eine ‘Teilmenge 
H von I’ bzw. P zuldssig nennen, wenn H“CH bzw. aH, HaCH (ae M) 
gilt. . 

Ubrigens werden wir unter allen Abbildungen von J” in sich nur die Auto- 
morphismen von J’ in Betracht ziehen. Diese bilden auf Grund der durch 
(16) definierten Multiplikation eine Gruppe, die volle Automorphismengruppe 
von J’. Ihre Untergruppen nennen wir schlechthin die Automorphismengrup- 
pen von I. 

Ferner werden wir unter allen Doppelabbildungen von P in sich nur 
diejenigen betrachten, die aus zwei Endomorphismen von Pt bestehen; diese 
nennen wir die Doppelendomorphismen von P*. Hiervon bilden die Doppel- 
homothetismen von P nach der Definition (12) offenbar einen Spezialfall. Nur 
dieser Spezialfall wird uns spater interessieren, aber wir haben auch auf den 
allgemeinen Fall einen Blick zu werfen. 

Zu diesem Zweck bezeichnen wir einen Augenblick mit R den vollen 
Endomorphismenring von P*. Das ist, wie tiblich, so gemeint, dafi man insbe- 
sondere das Produkt AB von zwei Elementen von R durch ABe = A(Ba) 
definiert. Mit R’ bezeichnen wir den zu R inversen Ring, der nadmlich aus R 
so entsteht, dai man von der Multiplikation AB auf die-,inverse Multipli- 
_kation* BA tibergeht. Dann ersieht man aus (17), (18) sofort, dai die samt- 
lichen Doppelendomorphismen von P* einen Ring bilden, den wir den vollen 
Doppelendomorphismenring von P* nennen, und zwar dai dieser die direkte 
Summe des vollen Endomorphismenringes von P* und des hierzu inversen 
Ringes ist.” Alle spater aufzutretenden Doppelhomothetismenringe von P, was 
wir hier ein fiir allemal schon im voraus bemerken wollen, werden lauter 
Unterringe des vollen Doppelendomorphismenringes von P* sein. Nur mit 
solchen Unterringen dieses Ringes werden wir es zu tun haben. 

Wir setzen noch unsere Vorbereitungen fort, wobei wir nunmehr zwei 
_ Fallie unterscheiden. 


22 Wenn wir etwa aba oder afab schreiben, so meinen wir damit (a6) (a6) bzw. 
(af) (ab). Ahnlich ist die linke Seite der Gleichungen (18) zu verstehen. 

23 Man bemerke, da der Begriff des vollen Doppelendomorphismenringes von a nicht 
von der in P giiltigen Multiplikation abhangt (also fiir jeden Modul statt P+ einen Sinn hat). 
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Fall /’: 


ist A eine (nicht notwendig die volle) Automorphismengruppe von I, 
so definieren wir in der Menge aller Paare 


(19) (a, @) (aéA, cel) 
das Produkt 

(20) (a, a) (6, 8) = (ab, @’f). 

So entsteht wegen (16) eine Gruppe mit dem Einselement (e, €), die wir mit 
(21) Aer 


bezeichnen. Diese Gruppe ist namlich (vgl. REDE! [6] Korollar 1 von Satz 1, 
S. 260) eine faktorenfreie (also zerfallende) Schreiersche Erweiterung von I” 


mit A, die wir deshalb kurz die A zugehérige zerfallende Erweiterung von [' ~ 


nennen.* In dieser bilden die Elemente (e,@) einen mit J” isomorphen Nor- 


malteiler, demgem48 wir die tibliche Einbettung (e, ae stets ausgeftihrt — 


denken, wodurch 
(22) ra(AeL) 
in Erfiillung geht. 

Ist A insbesondere eine innere Automorphismengruppe (d. h. eine Gruppe 
von inneren Automorphismen) von 7, so kénnen wir der Gruppe (21) eine 
mehr explizite Form geben. Zu diesem Zweck betrachten wir den durch « 
induzierten inneren Automorphismus 


(23) e—>a'oe 


von /. Dieser hangt nur von der Klasse «,==@/, ab, weshalb wir ihn die-— 
ser Klasse «, zuordnen k6nnen. Diese Zuordnung ist auch riickwarts ein- — 
deutig. Hiernach diirfen wir (23) den ,Automorphismus @,“ nennen und diesen — 


gilt 
(24) | o% = aoa, 
ferner ist auch die (16) entsprechende Bedingung 0%+4*— (o%)s erfiillt. Folg- 


ebenfalls mit @, bezeichnen, woraus kein Mifverstandnis entstehen wird. Dann : 


‘owe 


lich ist die gesagte Zuordnung ein Isomorphismus zwischen 7/7, und der 
vollen inneren Automorphismengruppe (d.h. der Gruppe aller inneren Auto-— 
morphismen) von /’, weshalb wir die letztere nach Identifizierung der ent-— 
sprectienden Elemente einfach mit //I°, bezeichnen diirfen. Also 1aBt sich 


obiges A als eine beliebige Untergruppe- von /7/P, annehmen. Dann _besteht 


Ae/’ aus den Elementen 
(25) (a@,, 8) (e,€¢AS(I/L,), BEL) 


*4 Man beachte, daB es im allgemeinen mehrere, wesentlich verschiedene zerfallende 
Schreiersche Erweiterungen von [ mit A gibt, denn es gehért unter anderem auch das 


direkte Produkt von A und J darunter, daB aber die: Gruppe @t) durch A und F ein- 
deutig bestimmt ist. 
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und als Produktregel gilt nach (20), (24) 
(26) (a,, B) Ore 0) = (Qy73 y'ay9), 
_wobei man rechts fiir y einen beliebigen Reprasentanten der Klasse Y, ein- 
zusetzen hat. : 

_ Wenn dabei I zentrumlos ist (d. h. l’,=<« giit), so diirfen wir 
LL ,=T, @,—« schreiben. Entsprechend lassen sich jetzt’ nach (25), (26) 
die Elemente der Gruppe Ae J’ und die Produktregel in ihr durch 


(27) («, 8) (c€AST, BEL), 
(28) (¢, 8) (y, 9) = (ey, 7 '879) | 
angeben. 

Gleich zeigen wir, daB AeJ in diesem Fall ein direktes Produkt -ist: 
(29) AelL= AST, 


wobei ,~“, ,@* die Isomorphie bzw. das direkte Produkt bezeichnet. Zu 
diesem Zweck nehme man die Permutation 
(a, 8) + IT(a@, 8) = (a, «f) 
der Elemente von Ae J” zu Hilfe und gehe von (28) auf die neue Multipli- 
kation 
(g 8) X (7, 0) = MIT (a, 8) IT" (y, 9)) 

iiber. Die rechte Seite ist wegen I7”'(a, 6)—(a, a6) und (28) gleich 

IT (a, e* 8) (y, 7710)) = May, ya" 88) = (ay, BO). 
Hieraus folgt (vgl. REDE! [8] § 2) die Richtigkeit von (29). 


Fall P: 


Wir wollen hier die den vorigen analogen Vorbereitungen schaffen. Zu 
diesem Zwecke verfahren wir am bequemsten so, daB wir vorlaufig die Defi- 
nition (12) der Doppelhomothetismen auGer acht lassen und statt deren von 
der folgenden Definition ausgehen, von der wir aber spdter unten zeigen 
werden, daB diese mit dér vorigen Aquivalent ist.” 

Unter einem Doppelhomothetismus von P verstehen wir eine Doppel- 
abbildung a von P in sich mit den Eigenschaften: 


(30) a(a-+8)=aa+a8, (2+ f)a=aa-+ fa, 
(31) aab=—(aa)~, efa—a(fa), 
(32) (a) 8 = e(a8), 

— (33) — (aa)a=a(ea). 


23 Diese ,zweite“ Definition entspricht mehr der iiblichen Definition der Automor- 
phismen von F und ist mehr explizit, dagegen begrifflich weniger einfach als die ,erste* 
Definition (12). 


t2* 
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Wegen (30) ist jeder Doppelhomothetismus von P ein Doppelendomor- 
phismus von P*. Entsprechend werden wir unter einem Ring von Doppel- 


homothetismen von P stets solche Unterringe des vollen Doppelendomorphis- ° 


menringes von P+ verstehen, die aus Doppelhomothetismen von P bestehen. 


Nun bilden die samtlichen Doppelhomothetismen von P, wie im § 1 schon — 


erwahnt, im allgemeinen keinen Ring. Das werden wir erst im § 6 mit einem 
Beispiel zeigen (eilig ist es nicht). Dagegen zeigen wir hier zu einer ersten 
Orientierung folgendes: 

Fiir zwei Doppelhomothetismen a, 6 von P ist a+ 6 dann und nur dann 
ebenfalls ein Doppelhomothetismus von P, wenn die Bedingung 
(34) (az)b + (ba)a = a(ab) + b(a@a) 
erfiillt ist. 

Wir wissen ndmlich, da8 a+6 jedenfalls ein Doppelendomorphismus 
von P*, also (30) fiir a+ statt a erfiillt ist. Auch ist wegen (17) klar, da6 
(31), (32) mit a und 6 zusammen auch fiir a+ erfiillt sind. Damit also 
a-+-6 ein Doppelhomothetismus von. P ist, ist notwendig und hinreichend, 
dai (33) fiir a+ 6 statt a erfiillt ist. Diese Bedingung lautet so: 

(a+ 6)@) (a+ 6) = (a+ 6) (@(a+ )). 
Dies 148t sich wegen (33) und der ahnlichen Gleichung fiir 6 statt a, ferner 
wegen (17) in (34) umformen, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Nun wird aber das eben gewonnene Kriterium (34) au er acht bleiben, 
denn wir werden es (gliicklicherweise) auf einmal nur mit solchen Doppel- 
homothetismen a,6 von P zu tun haben, fiir die die Bedingung 
(35) (ac)b—=a(aeb), (ba)a=b(aa) 
erfiillt ist; zwei Doppelhomothetismen a, von P mit dieser Eigenschaft (35) 
nennen wir befreundet.* Ferner verstehen wir unter einer Menge oder einem 
Ring von befreundeten Doppelhomothetismen von P eine Menge bzw. einen 


Ring von paarweise befreyndeten Doppelhomothetismen von P. Uns werden — 


in der Hauptsache (aus der Menge aller Doppelhomothetismen von P) nur 
die Ringe von befreundeten Doppelhomothetismen von P interessieren. Ober 
diese einen Uberblick zu verschaffen ist unser nachster Zweck. 

Da (35) fiir a6 in (33) tibergeht, so sehen wir vor allem, daf jeder 
Doppelhomothetismus von P mit sich selbst befreundet ist, d. h. fiir sich eine 
Menge von befreundeten Doppelhomothetismen von P bildet. Das bedeutet 


insbesondere die Existenz der Mengen von befreundeten Doppelhomothetismen 
von P. 


¢ Die Bedeutung obiger Definition liegt darin, daB — wie wir spater zeigen werden 
— zwei Doppelhomothetismen von P dann und nur dann befreundet sind, wenn sie durch 
zwei Elemente induziert werden, die in eine Schreiersche Erweiterung von P gehéren. — Da 
(34) eine Folgerung: aus (35) ist, so gilt nach obigem jedenfalls, da®B die Summe a-+ b 
zweier befreundeter Doppelhomothetismen a,b von P auch ein Doppelhomothetismus. ist. 
Dieses Resultat wird durch die spateren weit tiberholt. 
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Es ist wichtig, daB jede Menge von befreundeten Doppelhomothetismen 
von P in einer ebensolchen maximalen” Menge enthalten ist. 

Ist ndmlich M,c Mc... eine (unendliche) Kette von Mengen von 
befreundeten Doppelhomothetismen von P, so ist offenbar auch die Vereini- 
gungsmenge von M,, M,,... eine Menge von befreundeten Doppelhomothe- 
tismen von P. Hieraus folgt nach dem Lemma von KuRATOWSKI-ZORN die 
Richtigkeit der Behauptung. 

Wir zeigen ferner, daB der durch eine Menge M von befreundeten Dop- 
pelhomothetismen von P erzeugte Ring {M} stets ein Ring von befreundeten 
Doppelhomothetismen von P ist. 

Zunachst ist namlich {M}, wie wit wissen, ein Unterring des vollen 
Doppelendomorphismenringes von P*. Zum Beweis der iibrigen Behauptung 
wollen wir eine Eigenschaft einer beliebigen Menge M’ von Doppelendomor- 
phismen von P* permanent nennen, wenn diese Eigenschaft auch der Menge 
der Elemente des Ringes {M’} zukommt. Es folgt aus (17), (18) mit Induk- 
tion, daB die iiber alle Elemente bzw. alle Elementpaare a, 6 unserer Menge 
M vorausgesetzten Bedingungen (31), (32), (35)* lauter permanente Eigen- 
schaften von M ausdriicken. Das beendet den Beweis unserer Behauptung. 

Jede maximale Menge von befreundeten Doppelhomothetismen von P 
bildet einen Ring; diese Ringe nennen wir die maximalen Ringe von befreun- 
deten Doppelhomothetismen von P. 

Ist namlich M eine maximale Menge von befreundeten Doppelhomothe- 
tismen von P, so ist {M} nach vorigem ein Ring von befreundeten Doppel- 
homothetismen von P. Da dabei M&{M} gilt, so folgt aus der Maximal- 
eigenschaft von M die Gleichung M=({M}, also die Richtigkeit der 
Behauptung. 

Aus obigem folgt nunmehr auch, daf jeder Ring (und sogar iiberhaupt 
jede Menge) von befreundeten Doppelhomothetismen von P in mindestens einem 
ebensolchen maximalen Ring enthalten ist. 

Betrachten wir nunmehr einen beliebigen (nicht notwendig maximalen) 
Ring D von befreundeten Doppelhomothetismen von P. Wir wiederholen, dal 
das nach (17), (18), (30), (31), (32), (35)* folgendes bedeutet: D ist ein 
Ring von Doppelabbildungen von P in sich mit den. Eigenschaften 


(36) - a(a+~)=aa+ags, («+f)a=—ca-+ Pa, 
(37) (a+b)a=aa-+ba, a(a+6)=—aa+eb, 
(38) - aafB—(aa)s, cfa=e (8a), 

(39) aba=a(ba), cab=(aa)b, 

(40) (za)e = «(af), 

(41) (aa)b =a(c«b) 


fiir alle a, b€D und «, SEP. 


27 Maximal“ wird stets im iiblichen mengentheoretischen Sinne gebraucht. 
28 Man braucht (33) nicht zu nennen, da dies in (35) enthalten ist. 
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Fiir jeden dieser Ringe D definieren wir in der Menge aller Paare 
(42) (a, @) (a€ D, @€P) 
die zwei Verkniipfungen (Summe und Produkt) 
(43) (a,@)+(6,8)=(a+6,¢+8), (a,4)(6,8)=(ab, cb+a8+ 8). 

So entsteht nach REDE! [6] Satz 4 nebst Korollar” eine faktorenfreie (also 
zerfallende) Schreiersche Erweiterung von P mit D, die wir mit 

(44) DeP 

bezeichnen und die D zugehérige zerfallende Erweiterung von P nennen.” In, 
diesem Ring bilden die Elemente (0, @) ein mit P isomorphes Ideal, demge- 
maB wir die Einbettung (0,@)— a stets ausgefiihrt denken, wodurch 

(45) P<1(DeP) 

in Erfiillung geht. * 

Hier schalten wir den Beweis ein, daf die fiir die Doppelhomothetis- 
men bei (12) bzw. (30) bis (33) angegebenen zwei Definitionen dquivalent 
sind. Diese Definitionen unterscheiden wir kurz als erste bzw. zweite Defi- 
nition. 

Zum Beweis bezeichne a. zuerst einen Doppelhomothetismus von P im 
Sinne der ersten Definition. Das bedeutet nach (12), daB es einen Ring P mit 
P<JP und ein Element a@ in ihm gibt, so dab 
(46) aa=Ga, aa=—aa . 
gelten. (Die rechten Seiten bedeuten gewdhnliche Produkte im Ring P.) Nun 
sind (30) bis (33) fiir @ statt a trivial erfillt. Folglich ist a eine Doppelab- 
bildung von P in sich, fiir die wegen (46) die Gleichungen (30) bis (33) 
ebenfalls erfiillt sind, somit ist a ein Doppelhomothetismus von P auch im © 
Sinne der zweiten Definition. bas 

Umgekehrt bezeichne jetzt a einen Doppelhomothetismus wie eben — 
gesagt. Dann ist a in einem maximalen Ring D von befreundeten Doppel- 
homothetismen von P enthalten. (Ubrigens wiirden wir auch mit dem Ring 
{a} statt D auskommen.) Wir nehmen den Ring (44) zu Hilfe, in dem wir 
jetzt aber die Einbettung (0,@)— «@ vorlaufig nicht-ausfiihren. In diesem Ring 
bilden die Elemente (0, «) ein Ideal P,. Hiernach induziert das Element (a, 0) 
von (44) einen Doppelhomothetismus von P, im Sinne der ersten Definition, 


# Wir berichtigen einen augenscheinlichen Fehler im oben zitierten Korollar, und 
zwar sind dort die Bedingungen (56) bis (60) noch mit 


; aby=a(by), abc=(ab)c 
zu erganzen. 


0 Mutatis mutandis gilt °4 auch hierfiir. 
3t Schon aus obigem ersieht maa die Bedeutung der Doppelhomothetismen insbe- 


sondere im Zusammenhang mit der Schreierschen Erweiterungstheorie. Im wesentlichen sind 


die Doppelhomothetismen (ohne diese Bene 3 : 
a n : 
getreten. n ung) auch schon in Reépe: [7] Satz 2 auf 
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dessen zwei Bestandteile nach (12) die Abbildungen 


(0, e) + (a, 0) (0, ), (0, 2) + ©, @) (a, 0) 

sind. Hierfiir la6t sich nach (43,) 
(0, 0) ee (0, ao), (0, 0) — (0, ea) 
schreiben. Dies geht nach der Einbettung eben in (i2) iiber, womit wir 
gezeigt haben, dab a ein Doppelhomothetismus von P auch im Sinne der 
ersten Definition ist. Damit haben wir die Aquivalenz beider Definitionen der 
Doppelhomothetismen ausgewiesen. 

Es ist nach (36) bis (41) klar, daB die simtlichen inneren Doppelhomo- 
thetismen von P einen Ring von befreundeten Doppelhomothetismen von P 
_bilden, den wir kurz den vollen inneren Doppelhomothetismenring von P 
nennen. 

Ist D insbesondere ein innerer Doppelhomothetismenring von P, worunter 
wir einen beliebigen Unterring des vorher genannten Ringes verstehen, so 
kénnen wir dem Ring (44) eine mehr explizite Form geben. Zu diesem Zweck 
betrachten wir den durch @ induzierten (inneren) Doppelhomothetismus von 
P, der also aus den zwei Abbildungen 
(47) o—-+a0, o0>0a 
besteht. Dieser hangt offenbar nur von der Klasse ¢,—@-+P, ab, weshalb 
wir ihn dieser Klasse @, zuordnen kénnen. Diese Zuordnung ist auch 
riickwarts eindeutig. Hiernach diirfen wir (47) den ,,Doppelhomothetismus e@,“ 
nennen und diesen, ebenfalls mit «, bezeichnen. Dann gilt 
(48) SO = C0, Cd = 0c. 

Dabei ist die gesagte Zuordnung ein Isomorphismus zwischen P/P, und dem 
vollen inneren Doppelhomothetismenring von P, weshalb wir den letzteren 
nach Identifizierung der entsprechenden Elemente einfach mit P/P, bezeichnen 
diirfen. Also lat sich obiges D als ein beliebiger Unterring von P/P, anneh- 
men. Dann besteht DeP aus den Elementen _ 
(49) : (@,, 8) (a, € DS(P/P,), EP) 
und als Verkniipfungsregeln getten nach (43), (48) , , 
(50) (ay, B)+ (Ya, 9) = (Ge + Zor B+9), (Ge, 8) Le, 9) = (Ge C9 + 87 + BO), 
wobei auf der rechten Seite der. zweiten Gleichung beliebige Reprasentanten 
y der Klasse a, bzw. y, zu nehmen sind. — es . 
oS ye dabei P Pierre ist (d. h. Peel, gilt), so diirfen se 
P/P, =P, «, =a schreiben. Entsprechend lassen sich jetzt nach (49), nee ie 
Elemente des Ringes DeP und die Verkniipfungsregeln in ihm rh : 
(51) . (a, 8) , (qe DES ,B€P), 


(52) (a, 8)+(7,0)=(@+7,8+9), (@, 8) (7, 9) = (7 49+ 87+ 0) 
angeben. ; 
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Gleich zeigen wir, daB DeP in diesem Fall eine direkte Summe ist :* 
(53) DeP=DoOpP, . 
wobei ,@“ die direkte Summe bezeichnet. Zu diesem Zweck nehme man die 
Permutation 

‘ (a, 8) + IT (a, 8) = (¢,@+ 8) 
der Elemente von DeP zu Hilfe und gehe von (52,) auf die neue Multiplikation 
(a, 8) x (y, 0) = I"'(e, 8)" (y, 9)) 
iiber. Die rechte Seite ist wegen [7 '(a, 8) =(¢,—@+ 8) und (52,) gleich 
II((a,—e¢+8) (7-7 + 0)) = H(e7,—4y + 80) = (ey, BO). 

Da ferner (52,) gegeniiber der ‘ahnlichen Transformation“ invariant bleibt, 
so folgt (vgl. REDE! [8] § 2) die Richtigkeit von (53). 


§ 3. Die Grundlagen der Holomorphentheorie fiir Gruppen 


Wir stellen hier die bekannten grundlegenden Definitionen und Sdatze 
beziiglich der charakteristischen Untergruppen und des Holomorphes einer 
Gruppe zusammen. 


DEFINITION 1,. Eine Untergruppe I’ der Gruppe I nennen wir charakteris- 
tisch, wenn I’ in allen Schreierschen Erweiterungen von I normal ist. (in 
Zeichen: I’ 4" bedeutet, daB 7’ <J/" gilt und aus <I stets 7’ /° folgt.) 


Satz 1,. (Erstes Kriterium fiir die charakteristischen Untergruppen.) 
Eine Untergruppe I der Gruppe T° ist dann und nur dann charakteristisch, 
wenn I” gegeniiber allen Automorphismen von I” zuldssig™ ist. 


DEFINITION 2,. Unter dem Holomorph der Gruppe I verstehen wir die 


der vollen Automorphismengruppe A von I’ zugehérige zerfallende Erweiterung 
Ael’ von I’. 


82 Darauf hat mich Herr J. Szenpre1 aufmerksam gemacht und erst so wurde ich 
auch auf (29) aufmerksam. 

83 -D.h. CT’ fiir alle Automorphismen a von F. Da auch a-— ein Automorphis- 
mus von J” ist, so bedeutet diese Bedingung, dab [J fiir alle a gilt, d.h. I’ gegen- 
iiber allen Automorphismen von /° (sogar) invariant ist. Man darf- also wegen Satz 1) auch 
diese Eigenschaft als Definition zum Ausgang nehmen, wie das in der Literatur iiblich ist, 
und dann gilt Definition 1, als Satz. Die von uns vorgenommene Vertauschung von Defini- 
tion und Satz ist also durchaus gestattet und wird sich im § 4 lohnen. 

** Man pflegt das Holomorph von J als eine Permutationsgruppe der Elemente von 
F zu definieren (vgl. Zassennaus [16] S. 46), aber der Leser sieht leicht, da®B beide Defini- 
tionen im wesentlichen iibereinstimmen. Obige Definition ist begrifflich einfacher und scheint 
uns zu allen Zwecken geeigneter zu sein als die althergebrachte. Mit ihr sind wir in der 
Literatur nicht begegnet, aber nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn L. Fucus hat er 
sie auch entdeckt. — Erst nach der Abfassung unserer Arbeit wurden wir einer der obigen 
ahnlichen Definition des Holomorphes der Gruppe in der folgenden Arbeit gewahr: W. H. 


Mitts, On the nonisomorphism of certain holomorphs, Transactions of the Amer. Math. 
Soc., 74 (1953), S. 428—443, 
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. SATZ 2,. (Zweites Kriterium fiir die charakteristischen Untergruppen.) 
Eine Untergruppe I” der Gruppe I ist dann und nur dann charakteristisch, 
wenn I’ im Holomorph von I normal ist. 


Fiir den Beweis der Satze 1,, 2, verweisen wir auf die Lehrbiicher. 


§ 4. Die Grundlagen der Holomorphentheorie fiir Ringe 


Ahnlich zur Definition 1, definieren wir, wie folgt :” 


DEFINITION 1. Einen Unterring P’ des Ringes P nennen wir charakteris- 
tisch, wenn P’ in allen Schreierschen Erweiterungen von P normal (d. h. ein 


Ideal) ist. (In Zeichen: P’P bedeutet, daB P’<P gilt und aus P <P stets 
P’<1P folgt.) 


BEMERKUNG. Hiernach sind die charakteristischen Unterringe lauter Ideale, 
wie auch die charakteristischen Untergruppen lauter Normalteiler sind. Diese 
Analogie war von einer trefflichen Begriffsbildung auch mit Recht zu erwar- 
ten, da — wie bemerkt — Normalteiler und Ideale durchaus analoge Begriffe 
sind. Hatten wir aber an die im Satz 1, enthaltene Eigenschaft der charak- 
teristischen Untergruppen angekniipft (mit der man diese — wie in®* erwahnt — 
zu definieren pflegt), so waren wir zu denjenigen Unterringen von P gekom- 
men, die gegeniiber allen Automorphismen von P zuladssig, also (vgl. den 
Anfang von™) invariant sind. Nun bilden zwar diese _,,invarianten Unterringe“ 
einen bekanntlich sehr wichtigen Begriff, doch ist dieser keineswegs als das 
Analogon zu den charakteristischen Untergruppen anzusehen, schon aus dem 
Grunde, dafi die invarianten Unterringe keine Ideale zu sein brauchen. Das 
erklart, warum wir uns bei obiger Definition 1 entschlossen haben. Aus 
diesen Auseinandersetzungen sieht man auch, dai die gruppen-ringtheoreti- 
schen. Analogien nicht immer etwas selbstverstandliches, sondern oft ziemlich 
verborgen sind. 


Satz 1. (Erstes Kriterium fiir die charakteristischen Unterringe.) Ein 
Unterring P’ des Ringes P ist dann und nur dann charakteristisch, wenn Pe 
gegeniiber allen Doppelhomoethetismen von P zuldssig”® ist. 


BEMERKUNG. Durch die augenscheinliche Analogie der Satze 1,, 1 wurde 
auch die Analogie (14) wiederholt bekrdftigt. 


Zum Beweis von Satz 1 betrachten wir einen charakteristischen Unter- 
ring P’ und einen Doppelhomothetismus a von P. Letzterer wird wegen der 
Aquivalenz beider Definitionen der Doppelhomothetismen durch ein Element 


36 Analoge eruppen- und ringtheoretische Definitionen oder Sdtze werden in der 


ganzen Arbeit mit 19, 2),... bzw. 1, 2,... numeriert. 
36 D. h. aP’, P’a GP fiir alle Doppelhomothetismen a vor P. 
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ad einer Schreierschen Erweiterung P von P induziert. Wegen der Definition 
1 gilt P’<JP, also ist 

(54) aP’, P’aSP’. 

Hierfiir 1aBt sich 

(55) aP’, PaSP’ 


schreiben, womit wir ,nur dann“ bewiesen haben. 

Um auch ,dann“ zu beweisen, nehmen wir (55) fiir ein P’(<P) und 
fiir alle Doppelhomothetismen a von P an. Wir betrachten ein P mit PP. 
Da jedes Element a von P einen Doppelhomothetismus von P induziert, so 
folgt aus (55) das Bestehen von (54). Dies bedeutet das Bestehen von P’<JP. 
Somit haben wir Satz 1 bewiesen. 

Ahnlich zur Definition 2, definieren wir, wie folgt: 


DEFINITION 2. Unter den Holomorphen des Ringes P verstehen wir die 
den maximalen Ringen D von befreundeten Doppelhomothetismen von P zuge- 
hérigen zerfallenden Erweiterungen DeP von P. 


BEMERKUNG. Die Benennung ,Holomorphe des Ringes“ ist auch durch 
den folgenden Satz 2 rechtfertigt, der das Analogon zum Satz 2, bildet. Die 
Bildung eines Holomorphes DeP aus P und D-geschieht nach (43) sehr 
einfach. Will man also. alle Holomorphe von P kennen, so kommt das auf 
die Bestimmung der sdmtlichen maximalen Ringen D von befreundeten Dop- 
pelhomothetismen von P an. Diese Frage fiir spezielle Ringe P zu untersuchen 
ist eine wiirdige und schwierige Aufgabe, mit der wir uns noch kaum 
beschaftigt haben. (Fiir den sehr einfachen Fall von ,P mit Einselement* s. 
Satz 3.) Fiir den allgemeinen Fall bemerken wir folgendes. Aus (35) folgt 
sofort, dah zwei Doppelhomothetismen von .P befreundet sind, wenn mindes- 
tens der eine ein innerer oder der identische. ist. Bezeichne D,(= P/P,) den 
vollen inneren Doppelhomothetismenring von P und e (wie immer) den iden- 
tischen Doppelhomothetismus von P. (Wir wissen, daB e nicht in D, gehort, 
wenn P kein Einselement hat.) Nach dem Gesagten muf {e, D,} in allen D 
enthalten sein, und sogar echt enthalten, wenn es auBerhalb von {e, D,} noch 
mindestens einen Doppelhomothetismus von P gibt. Ferner gilt offenbar: 
Dann und nur dann gibt es mehr als ein D (d. h. mehr als ein Holomorph 
von P), wenn P zwei (4ufere) Doppelhomothetismen hat, die nichtbefreundet. 


sind. Wir bemerken auch: Aus e€ D und. (43) folgt, da3 jedes Holomorph 
von P das Einselement (e, 0) hat. | 


SATZ 2. (Zweites Kriterium fiir die charakteristischen Unterringe.) Ein 
Unterring P’ des Ringes P ist dann und nur dann charakteristisch, wenn P’ 
in allen Holomorphen von P normal (d. h. ein Ideal) ist. 


»Nur dann“ folgt sofort aus den Definitionen 1,2. 
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Um auch ,dann* zu beweisen, nehmen. wir das Erfiilltsein der im Satz 2 
genannten Bedingung an und betrachten einen Doppelhomothetismus a von 
-P. Nach § 2 ist a in einem maximalen Ring D von. befreundeten Doppel- 
) homothetismen von P enthalten. Nach der Annahme enthalt das Holomorph 
DeP den Unterring P’ als Ideal. Andererseits induziert das Element (a, 0) 
von DeP, wie wir gesehen haben, eben den Doppelhomothetismus a, woraus 
(55) folgt. Nach Satz 1 ist also P’<4P, womit Satz 2 bewiesen ist. 


§ 5. Volistandige Gruppen. Ringe mit Einselement 


| Die im vorigen entwickelte Analogie zwischen Gruppen- und Ring- 
theorie laBt sich noch weiter ausbauen. So werden wir hier sehen, da8 die 
Ringe mit Einselement sich zu den vollstandigen Gruppen” analog verhaiten. 


SATZ 3,. Eine Gruppe ist dann und nur dann vollstdndig, wenn sie ein 
direkter Faktor in allen ihren Schreierschen Erweiterungen ist. Wenn eine Gruppe 
ein direkter Faktor in ihrem Holomorph ist, so ist sie volisténdig oder das 
direkte Produkt einer vollstindigen Gruppe und einer Gruppe zweiter Ordnung. 


BEMERKUNG. Die Behauptung ,nur dann“ ist bekannt (s. SPEISER [11] 
Satz 110, wo nur die endlichen Gruppen betrachtet werden). Die Behauptung 
,dann* ist im wesentlichen ein Satz von BAER [1]. Die zweite Halfte von Satz 
3, ist unseres Wissens neu. Wir werden Satz 3, sehr leicht im ganzen. Um- 
fange beweisen. 


SATz 3. Ein Ring hat dann und nur dann ein Einselement, wenn er ein 
direkter Summand in allen seinen Schreierschen Erweiterungen ist. Die Ringe 
mit Einselement lassen sich auch dadurch charakterisieren, dap sie nur innere 
Doppelhomothetismen haben.® Folglich sind ihre sdmtlichen Ideale charak- 
teristich, ferner haben sie nur ein Holomorph.® Umgekehrt wenn ein Ring ein 
direkter Summand in seinem irgendwelchen. Holomorph ist, so ist er ein Ring 
mit Einselement (folglich hat er nur ein Holomorph).“ 


31 Bekanntlich nennt man eine Gruppe vollstandig, wenn sie nur innere Automor- 
phismen hat und ohne Zentrum ist (vgl. Spetser [11], S. 125). Eine vollstandige Gruppe ist 
also isomorph mit ihrer vollen Automorphismengruppe. 

38 Da ein Ring mit Einselement auch annullatorfrei. ist, so induzieren seine Elemente 
lauter verschiedene Doppelhomothetismen, folglich ist er isomorph mit’ seinem ,vollen Dop- 
pelhomothetismenring“ (vgl. den Schlu8 von %’7), — Im allgemeinen, wenn die sdmtlichen 
Doppelhomothetismen von P einen Ring bilden, so kénnen wir diesen den vollen Doppel- 
homothetismenring von P nennen. Dieser kann natiirlich auch dann existieren, wenn P kein 
eh von einem Ring P mit Einselement 148t sich einfach als P@P an- 

. Fall D=P yon (51), (52)). 
ae Me tho oe a 2 Hat ein Ring kein Einselement, so ist er ins keine: 
Holomorph von ihm ein direkter Summand. Hat er das Einselement, so hat er nur ein Holo- 
morph und ist ein direkter Summand in diesem. 
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Die Behauptung ,dann“ ist eine Folgerung aus der letzten Behauptung 
des Satzes. Die Behauptung ,nur dann“ war in einem Spezialfall schon 
TSCHEBOTAREFF [15] bekannt.“" Nach dem Anfang der Satze 3,, 3 sind die 
volistindigen Gruppen und die Ringe mit Einselement als genaue Analoga 
voneinander anzusehen. Es is merkwiirdig, daS Satz 3 im ganzen viel reich- 
haltiger ist als Satz 3,.‘' Selbst das im ersten Teil von Satz 3 geléste Pro- 
blem der Bestimmung der ringtheoretischen Analoga der vollstandigen Grup- 
pen hat schon friiher SZENDREI [14] aufgeworfen und beantwortet. 


BEWEIS VON SATZ 3,. Wir fangen es mit’ ,nur dann“ an. Zu diesem — 
Zweck betrachten wir eine vollstandige Gruppe /’ und eine Schreiersche 
Erweiterung J’ von ihr. Wir haben zu zeigen, daB J’ als direkter Faktor in 
I’ enthalten ist. Wegen der Annahme ist fiir jedes Element @ von F die Ab- 
bildung 

0+ & ‘04 (e€L) 
ein innerer Automorphismus von 7’. Da ferner /” ohne Zentrum ist, so gibt 
es zu @ ein einziges Element @’ von /, das diesen Automorphismus indu- 
ziert. Dann ist @ ‘@’ mit allen Elementen von J” vertauschbar, folglich gibt — 
es in jeder Klasse von I nach J ein einziges, mit allen Elementen von 
r vertauschbares Element. Diese Elemente bilden eine Untergruppe 7, 
von I’, ferner ist 7 ein Reprasentantensystem der Klassen nach 7”. Hiernach 
ist /’ das direkte Produkt von 7’ und 7, womit wir ,nur dann“ bewiesen 
haben. : 

Jetzt beweisen wir die letzte Behauptung von Satz 3,. Hierzu nehmen 
wir an, daf eine Gruppe / ein direkter Faktor in ihrem Holomorph AeJl” 
ist, wobei A die volle Automorphismengruppe von J” bezeichnet. Nach (20) 
und REDE! [6] Satz 3 gibt es wegen der Annahme eine Abbildung 

aa’ 
von A in J’, wofiir 
(56) (aby ‘a'b’=s, a’ ‘oa’ =o" . 
gilt. Aus (56,) folgt, da A aus lauter inneren Automorphismen von J” be- 
steht. Dann la8t sich A—J7/T, setzen, ferner folgt aus (56,) 


(57) (@,8,) =a), a ea, =o", 

Wa Erst nach der Abfassung dieser Arbeit bemerkten wir, dab die Behauptung ,,nur 
dann“ von Satz 3 in voller Allgemeinheit auch schon in der folgenden Arbeit vorkommt: 
B. Brown and N. H. McCoy, The maximal regular ideal of a ring, Proceedings of the Amer. 
Math. Soc., 1 (1950), S. 165—171 (Lemma 3). 

*! Auch sonst benehmen sich die Ringe mit Einselement in mancher Hinsicht ab- 
weichend von den vollstandigen Gruppen. Es ist z. B. trivial, daB jeder Ring eine Schreier- 
sche Erweiterung mit Einselement hat, nach dem SchluB der Bemerkung nach Definition 2 
gilt sogar, daB jedes Holomorph eines Ringes ein Ring mit Einselement ist, demgegen- 


liber ist unseres Wissens unbekannt, ob jede Gruppe sich nach Scureter zu einer voll- 
standigen Gruppe erweitern l4Bt. 
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wobei 

a, >a, 
eine Abbildung von 7, in” ist. Aus (57,) und e*=—«'oe folgt, dab a; 
in die Klasse ¢, aI, gehdrt. Da ferner die a, wegen (57,) eine Unter- 
gruppe Z” yon I” bilden, so zerfallt 7 in das Produkt I’ 2’,, worunter wir 
verstehen, dai sich jedes Element von I eindeutig als ein Produkt 


00 (el, o€L,) schreiben la$t. Da aber 7’, das Zentrum von I ist, so folgt 
hieraus 


r=I'®r,, | 

ferner mu /” zentrumlos sein. Hat ein direktes Produkt nur innere Auto- 
morphismen, wie das nach obigem fiir /" der Fall ist, so gilt ahnliches auch 
fiir die Faktoren. Hieraus folgt, daB I” vollsténdig und- J’, (als. Abelsche 
Gruppe) aus héchstens zwei Elementen besteht. Damit haben wir die letzte 
Behauptung von Satz 3, bewiesen. 

Aus Satz 3, haben wir nur noch ,dann“ zu beweisen. Da das Holo- 
morph eine Schreiersche Erweiterung ist, so geniigt es folgendes zu beweisen: 
Ist eine Gruppe 
(58)  F=ASB 


das direkte Produkt von zwei Untergruppen A,B, von denen A (=e) Abelsch 
und endlich ist, so hat 7’ eine Schreiersche Erweiterung ©, in der I’ kein 
direkter Faktor ist, Wir nehmen eine echte Obergruppe A von A, die keinen 
mit A isomorphen direkten Faktor enthalt, und setzen 


(59) . r=AQB. | 
Dabei 1a8t sich /<J/ annehmen, und dann gilt sogar /’<I /. Es geniigt zu 


zeigen, daB I’ kein direkter Faktor in J’ ist. Wir nehmen an, daB I’ ein 
direkter Faktor in ist. Dann gilt wegen (58) | : 


(60) P=A,@A@QB 
mit einer Untergruppe A, von I. Aus (59), (60) folgt die Isomorphie* 
AzA@A. 


Dieser Widerspruch beendet den Beweis von Satz 3). 


BEWEIS VON SATz 3. Wir fangen es mit der zweiten Behauptung an. 
Hierzu betrachten wir einen Ring P und nehmen zuerst an, daB P das Eins- 
element « hat. Dann folgt aus (31) fiir jeden Doppelhomothetismus a@ von 5 

ao =uso—(ae)o, ea—oea=o(ed). 
Andererseits gilt nach (32) . 
(ca)s = e(a8), 


2 Gilt namlich G=A@® B= A’®B, wobei A, A’,B Untergruppes der Gruppe G 
sind, so gilt A~ A’. 
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d.h. ae—ea. Hiernach ist a gleich dem durch ae(= eq) induzierten inneren 
Doppelhomothetismus von P. 
Umgekehrt wenn P nur innere Doppelhomothetismen hat, so ist auch - 
der identische ein solcher, woraus die Existenz eines Elementes @ mit 
ao—o, ea¢—e folgt. Dann ist @ eben das Einselement von P. Somit haben 
wir die zweite Behauptung von Satz 3 bewiesen. . 
Die in der Mitte von Satz 3 erwahnten Folgerungen sind auch richtig, 
teils wegen Satz 1, teils weil die inneren Doppelhomothetismen paarweise 
befreundet sind. 
Um die Behauptung ,nur dann“ von Satz 3 zu beweisen, nehmen wir 
im Ring P die Existenz des Einselementes « an und betrachten eine Schreier- 
sche Erweiterung P von P. Wir haben zu zeigen, daB P ein direkter Sum- 
mand in P ist. Fiir jedes Element @ von P bilden' die zwei Abbildungen 
0—+ae, 0>eG 
einen Doppelhomothetismus von P. Folglich gibt es wegen der Annahme und 
des schon Bewiesenen ein @ (€P) mit 
~ (61) aQ=a0, C&€=—E. 
Wegen der Annahme gilt auch P,—0, folglich ist @ eindeutig durch @ be- 
stimmt. Schreibt man (61) in der form 
cage (2—a)o=e(¢—a) =—0, 
so sieht man, dafi 


e—at+y 
gilt, wobei ¥(€P) die Eigenschaft 
(62) | yP—Py—0 


hat. Die sdmtlichen y mit der Eigenschaft (62) bilden ein Ideal n von P 
(den ,Annullator von P in P“), das wegen der Annahme kein. von 0 ver- 
schiedenes gemeinsames Element mit P hat. Wir haben gewonnen, daB P die 
direkte Summe seiner Ideale P, n ist, womit wir die Behauptung ,nur dann“ 
von Satz 3 bewiesen haben. 
Um die letzte Behauptung von Satz 3 zu beweisen, betrachten wir reineiil 
Ring P und ein Holomorph DeP von ihm, wobei D ein maximaler Ring 
von befreundeten Doppelhomothetismen von P ist. Wir nehmeén an, daB P 
als direkter Summand in De P enthalten ist, und dann haben wir zu beweisen, 


daf P das Einselement hat. Wegen der Annahme gibt es nach (43) und 
REDEI (6] Satz 6 eine Abbildung 


, 


von D in P, woftir * ‘ais 
a’+-b’—(a+ bY =0, a’b+ab'+a'b’—(aby =0, 


oe cb+ab'—0, af+a’e@=O, (a,b€D; a, BEP) 


48 Wir berichtigen den Druckfehler im zitierten Satz, wo namlich in (74) fiir das 
erste (ab)’ richtig (a + b)' stehen soll. 
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gelten. Aus (63,4) folgt, daB D aus lauter inneren Doppelhomothetismen 
von P besteht. Da diese, wie erwahnt, mit jedem Doppelhomothetismus von P 
befreundet sind, so folgt aus der Maximaleigenschaft von D, daB P ‘iiber- 
haupt nur innere Doppelhomothetismen haben kann. Nach dem oben bewie- 
senen Teil von Satz 3 bedeutet dies die Existenz des Einselementes in P 
womit wir die letzte Behauptung von Satz 3 bewiesen haben. 

Da jedes Holomorph eine Schreiersche Erweiterung ist, so folgt hieraus 
auch schon die Behauptung ,dann“ von Satz 3, womit der Beweis dieses 
Satzes beendet ist. . 


§ 6. Weitere Anwendungen. Beispiele 


Nach Satz 3 sind alle Ideaie eines Ringes mit Einselement charakteri- 
‘stisch. Ein Gegenstiick hierzu bildet ein neulich gefundener Satz von NAGATA 
[5],“ der so lautet: Ist p ein Primideal® in P und P<jP, so gilt p <P. Dieser — 
Satz !4Bt sich nunmehr auch so aussprechen: 


Satz 4. Die Primideale sind charakteristisch. 


Wir fiihren auf Grund von Satz 1 einen kurzen Beweis aus. Bezéichne 
>» ein Primideal von P und a einen Doppelhomothetismus von P. Im Fall 
p=P ist der Satz richtig, weshalb wir nur noch den Fall. p==P zu betrach- 
ten brauchen. Wegen (32), (31,) gilt P(ap), (ap)P Sp, folglich gelten , 

P(pt+ap)Sp, ptap<P. 
Aus diesen und der Annahme ergibt sich 
3 p+apSyp,. aide na | 
also ap©p. Ebenso folgt pa Cp. Beide besagen nach Satz 1 die Richtigkeit 
von Satz 4. tm : 

Merkwiirdig an Satz 4 ist, daB er (nach unserer Ansicht) tiberhaupt 
kein gruppentheoretisches Analogon hat. Nach beiden Sdtzen 3,4 scheinen 
die charakteristischen Unterringe eine haufigere Erscheinung zu sein als die 
charakteristischen Untergruppen. | : 
__ Gibt es aberhaupt ideale, die nicht charakteristisch sind? Diese Frage 
bejahen wir mit einem Beispiel. Bezeichne p eine Primzahl, / den Ring der _ 
ganzen Zahlen. Die Polynome / de th : 

} pf(x) + pxg(x) (F(x), £0) €/ED 
~ 44S. auch Sreinrecp {12]. Auch diese Arbeit von Sremre.p, die ich schon im Manu- 
$kript kannte, hat.dem Entstehen . meiner »Holomorphentheorie fiir Ringe“ beigetan. 

45 Wie das neuerdings iiblich ist, verstehen wir unter einem Primideal eines beliebi- 
gen Ringes P ein solches Ideal p von P, wofiir aus ab Cp (a, <P) stets aSp oder bop 
folgt. Die ,Primideale im alten Sinn“ nennt man heute (vollstindig oder) komplett; diese 
werden bekanntlich durch die Eigenschaft definiert, daB aus «f€p stets cep oder #Ep 
folgt. Die kompletten Primideale sind ein Spezialfall der Primideale und tiir kommutative 
Ringe falien beide Begriffe zusammen. 
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eh pih(x) + pxk(x’) (1 (2), k(x) IED 
bilden je einen Unterring P bzw. P’ von /[x]. Fir diese gilt PPP, P< sx] 
offenbar, dagegen gilt P’<j/[x] nicht mehr. Hiernach ist P’ in der Tat ein 
Ideal in P, das kein charakteristischer Unterring ist. 

Wir beweisen den folgenden merkwiirdigen Satz, der ebenfalls kein 
gruppentheoretisches Analogon zu haben scheint : 


Satz 5. Alle Holomorphe eines kommutativen nullteilerfreien Ringes sind — 
kommutativ. (Vgl. Satz 6.) ; 

Bezeichne namlich P einen solchen Ring. Fiir jeden Doppelhomothetis- 
mus a von P gilt nach (32) («a)¢ = (aa), woraus nach der Annahme zuerst 
a(aa)=a(aa), dann 
(64) ; 
folgt. (Hiernach besteht jetzt jeder Doppelhomothetismus von P aus zwei 
gleichen Endomorphismen von P*.) Sind nun a, 6 zwei befreundete Doppel- 
homothetismen von P, so folgt aus (18), (64), (35) 

aba =a(ba) = a(ab) = (aa)b = b(aac) — bae, 


aa=—ae 


d. h. 

(65) ab= ba. 

Da nach (43,) die Elemente’eines Holomorphes von P nach der Regel 
(a, a) (6, 8) =(ab, eb+-as-+es) 

multipliziert werden, woraus auch 
(6, @) (a, @) = (ba, a+ ba+ a) 

folgt, so zeigen (64), (65) die Richtigkeit von Satz 5. 


Beispiele fiir Ringe mit mehr als einem Holomorph bilden die Zero- 
ringe.” Es gilt namlich der folgende : 


Satz 6. Ein Zeroring P hat dann und nur dann nur ein Holomorph, 
wenn der volle Endomorphismenring von P* kommutativ ist.” Hat er mehrere 
Holomorphe, so gibt es darunter auch nichtkommutative. 

Wir schicken folgendes voran. Wegen der Annahme gilt aS—0 
unbeschrdnkt, also sind (31), (32) identisch erfiillt. Folglich stimmen jetzt 
nach (30), (33) die Doppelhomothetismen von P mit denjenigen Doppelendo- 
morphismen von P* iiberein, die aus zwei vertauschbaren Endomorphismen 
von P* bestehen. ~ 

Ist nunmehr der volle Endomorphismenring von P*+ kommutativ, so ist 
die Bedingung (35) auch erfiillt. Das bedeutet, dab jetzt alle Doppelhomothe- 

“© Zeroring bedeutet einen Ring P mit P?—0 (d.h. P, =P). 

47 Das interessante Problem, wann der volle Endomorphismenring eines Moduls — 


kommutativ ist, haben Szete U. SZENDREI [13] unlangst in Angriff genommen und teilweise 
gelést. Nach ihren Resultaten gibt es verhaltnismaBig sehr wenig Moduln dieser Art. 


| 
i 
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tismen von P paarweise befreundet sind, d. h. einen Ring bilden, der dann 
der einzige maximale Doppelhomothetismenring von P ist, folglich hat P nur 
ein Holomorph. 

Ist dagegen der volle Endomorphismenring von P+ nichtkommutativ, so 
betrachten wir zwei nichtvertauschbare Endomorphismen A, B von P+. Bezeichne 


a, 6 (nach obiger Bemerkung) die zwei Doppelhomothetismen von P, so dab 
beide Bestandteile von a gleich A und die von 6 gleich B sind. Diese a,b 


‘sind nach (35) nichtbefreundet, gehdren somit in zwei verschiedene maximale 


Ringe von befreundeten Doppelhomothetismen von P. Da durch sie zwei 
verschiedene Holomorphe von P bestimmt sind, so haben wir die erste Halfte 
von Satz 6 bewiesen. | 

Wird zu den vorigen A, B je ein trivialer Endomorphismus 0 von P+ 
hinzugenommen, so entstehen offenbar zwei befreundete Doppelhomothetis- 
men a—(A,0), 6—(B,0) von P, fiir die ab=- ba gilt. Diese sind. also in 
einem nichtkommutativen maximalen Ring von befreundeten Doppelhomothe- 
tismen von P enthalten. Durch diesen ist ein nichtkommutatives Holomorph 
von P bestimmt, womit wir den Beweis von Satz 6 beendet haben. 

Wir bemerken, daf selbstverstandlich sich der Begriff der charakteri- 
stischen Reihen auf die Ringe tibertragen 1a4f8t. Und zwar verstehe man unter 
einer charakteristischen Reihe von P jede nicht verfeinbare endliche Folge 

P=Py, Py,..., P.O, | 
in der Pi; ein echter Unterring von P; (¢=0,...,r—1) ist und -P;<@P 
(i=0,...,7r) gilt. Im wesentlichen handelt es sich also um die Kompositions- 
reihen der (additiven) Gruppe P*, wenn man dieser die samtlichen Doppel- 
homothetismen von P als Operatoren zuordnet. Entsprechend lassen sich die 
bekannten Sdtze von SCHREIER und JORDAN—HOLDER anwenden. 

Als Erganzung zu den im § 1 erwdhnten Analogien schreiben wir noch 


- die folgenden (sehr starken) Analogien hin, auf die wir wahrend unserer 


Betrachtungen gestofen sind: 
charakteristische Untergruppe von /’.-. charakteristischer Unterring von P, 
Holomorph von I°.*. Holomorphe von P, 
vollstandige Gruppe .*. Ring mit Einselement, 
charakteristische Reihe von J”... charakteristische Reihe von P. 


(Eingegangen am 3. Februar 1954.) 


L. REDEI 
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TEOPUA FOJOMOPSOB rPynn u KOJIEW 
JI. POASU (Cerea) 


(Pe31w Mme) 


Llenbio HacTonujen paGorh aBaaeTCA mepeHeceHne TeopHn ronomophor rpynn (nog 
KOTOPOM aBTOP pasyMeeT 4aCTb TeOpHH rpynn, H8yyatoulyw xapaKTepucTHYecKHe Nopr pyonpt 
uM ronoMOp rpynnp!) B TeopuO KONeL. TeopuaA ronomopdos Kone MOET OnITh nOcTpoOeHO 
B TECHOM aHanorMnH C TeOpHen ronOMOpdor rpynn. ABrdop onpegenset xapakrepucruyeckne 
NOAKOAbUA KAK NOAKOAbUA, ABAAKOUIMECA UJealamn BO BCAKOM wIpeHepoBoM (aBepeTTOROM) 
pacuimpeHun KOAbUa. B npoTnBoNOnO>KHOCTh TeOpnu rpynn KOAbUO BOObULe MOKET HMeTb 
HeCKOIbKO ronomopHon. Tonomopdsl ABAAWTCA HEKOTOPbIMH CNELWMANbHIMH LWIpeHepORBIMH 
PacWwMpeHHAMM AaHHOTO KOAbUA. DTH WpenepOBE! pacwiMpeHHaA GestbakTOpHEI, u cami 
thakTOpKONbla, NP NOMOUIM KOTOPHIX PacuINpeHHe MpPOUCXOANT, CyTh KOMbUA, COCTaBNeHHBIe 
M3 HEKOTOPbIX Nap OTOOPaxKeHHM FaHHOrO KONMbUA. ITH Napbl OTOGPaxKeHui HasbIBalOTCA 
ABTOPOM JBOMHBIMH rOMOTeTH3MaMH. OnpenensioTca OHM Tak: .Bo3bMemM s1060H 37eMeHT 
M3 11060r0 WIpenepoOKoro pacwiMpeHHA AAHHOFO KOMbIUA, H MEPEMHOKUM 3STUM (PUKCHPOBaHHBIM) 
SNeEMeCHTOM CipaBa U CeBa |MeMeHTbI AaHHOrO KONbUa. TakuM OOpa30M nOnyyaem sBa 
OTOOpaKeHHA KONbUa B CeOA (ABNAIOULHECA, KOHE4YHO, CNeWHAaNbHbIMH SHLOMOpdusmMaMH 
AMAMTHBHOK rpynnbl Kouba). Takne™ rappi oTOOpaxKeHuit uM CyTb ABOMHBIE TOMOTETH3MBI. 
[[wownbie TOMOTETH3MbI MOXKHO CKaQbIBATh M YMHOXKATb MO NPOCTHIM NpaBunaM, OfHAKO 
MHO}KECTBO BCEX ABOWHBIX FOMOTETH3MOB AAaHHOFO KOJIbiUa BOOGIE rOBOpA He OGPasyeT KOMbUO. 
‘Tem He MeHee H3 MHODKECTBA BCEX [JIBOMHBIX TFOMOTETH3MOB MO)KHO BbIOHPaTb HEKOTOPbIe 
»MAKCMM@JIbHbIe* NOAMAOMKeCTBA, OOPasyloulMe KOMbIO. MMeHHO 3TH ,,MaKCHMAJIbHbIC KOMbIUA 
IBOMHBIX TOMOTETH3MOB* M MIpalOT MPH BbILIeCyMOMAHYTHIX LIPeMepOBHIX PAaCLUMPeHHAX POM 
qbaxtopxonen. Mutepecuan ocoGeHHOCTh TeOpuuN TOMOMOPHoR KONE ZakMOYNAeTCA B TOM, 
4TO NpOCTHIe HAeabI (B YACTHOCTH BNOAHE NPOCTHIe Heal) Tak KE KAK M BCE Hea! KONE 
Cc equHMuei xapakTepucTu4uHb!. Booouse OKasbibaeTCA, 4TO KONbUA C eAuHHLen MurpatoT B 
TeOPHH KOMEL POA TOUHBIX AHATOrOR COBEpUeHHbIX rpynn. Tak, HanpuMep, CnpaBe/iuBa Cnepy- 
joulaa Teopema: Konbua c eAMHMLeH M TONbKO OHH CyTb KOMbIa, AONYCKAIOUIME TOKO 
‘IpaAMBle WIpPewepoBLl pacuiMpeHua. OTA TeopemMa aHanorM4Ha HaBeCTHOM TeOpeTHKO rpynno- 
BO TEOPeME O TOM, 4TO COBEPLIEHHbIe PPyNMbl M TOMbKO OHM COMEPKATCA B KaNeCTBE NPAMOTO 
“MHOXKUTEMA BO BCAKOM MX WIpeHepoBOM pacumpenun. Ha OCHOBe TOM aHANOrHM MODKHO 
¢Ka3aib, 4TO KOAbUA C eMMHULEM urpatoT MO CyUeCTBY POAb ,COBCPLICHHIX Koneu“. 


ye 


sa ; ic sins Ss ee a qe Cee — Sind 


| a | a oe ore Pet oa 
"Ne MER Oe Sie Beis ang *t 
agen ote mae w bas iz 


oe .~ Reeser Se 


~ 


4 Cob Od FANS a IT) RUST 


-~ a) 7 
J ie 
o¢ ki 
a oe ‘4 
a @ @ a? 
< oe vv. 
' fe - 
: wus DS aS 
WT a eT an sae 
<< ao ) vl. See We 
a 1* ; vyi — 
mp |) ae teee » 
> — eo se 
ey. Lae a) 
7 1 5c > ef « 


cour og wate. oot a 
séiez wm eo nn i Ce ew ce 


a a? "Oe ag = 


5 7G Ebony 2M Leo ee 
Pegs ORG Wee ae ; 
fr ‘neeclt = a » 7 ~~) 
“a | © - \ tarete (ie sae aaa 
a ' - =e Se. —) vet? aan 


oe ‘a> - i ait Ty) we ey 


ima eicyes om ow ote 


EINE NEUE DEFINITION DES HOLOMORPHES DER GRUPPE 
UND DER HOLOMORPHE DES RINGES 


Von 
J. SZENDREI (Szeged) 
(Vorgelegt von L. Répve) 


1. Die Untersuchungen der analogen Probleme in der Gruppen- und 
Ringtheorie haben vielfach dazu beigetragen, daB die gemeinsamen Ziige der 
beiden Theorien aufgeklart wurden, anderenteils haben diese Untersuchungen 
auf die wesentliche Verschiedenheit des Gruppen- und Ringbegriffes hinge- 
wiesen. Neulich hat Prof. L. REépeI [4]' die ringtheoretischen Analoga der 
charakteristischen Untergruppen und des mit diesen eng zusammenhangenden 
Holomorphes einer Gruppe eingefiihrt und damit die Holomorphentheorie der 
Ringe begriindet. Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Holomorphen- 
theorien liegt darin, da& ein Ring — im Gegensatz zur Unizitat des Holo- 
morphes einer Gruppe — im allgemeinen mehrere Hoiomorphe besitzt. ° 

In dieser Arbeit wird bewiesen, da& man je eine begrifflich sehr ein- 
fache Definition des Holomorphes einer Gruppe und der Holomorphe eines 
Ringes geben kann, die die Analogie dieser Begriffe-zugleich von einer 
anderen Seite beleuchtet. Diese neuen Definitionen sind weniger explizit, aber 
wir werden ihre Aquivalenz mit den bekannten expliziten Definitionen leicht 
auswersen. 


2. Es ist bekannt, daB sich das Holomorph einer Gruppe unter anderem 
auch so defipieren la6t (W. H. MiILLs [1], L. REDE! [4}): 


DEFINITION A,. Unter dem Holomorph der Gruppe I” verstehen wir die 
der vollen Automorphismengruppe A* von I’ zugehérige zerfallende Schreiersche 
Erweiterung A* oI von I.’ 

Die durch L. REDE! [4] eingefiihrte Definition der Holomorphe eines 
Ringes lautet so: 

1 Mit [ ] verweisen wir auf die Arbeiten am Ende dieses Artikels. 

2 Die hier verwendeten Begriffe und weitere Anaioga sind in der Arbeit von L. Réper 


[4] zu finden. 
3 Siehe Reve: [4]. 
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DEFINITION B,. Unter den Holomorphen des Ringes P verstehen wir die 
den maximalen Ringen D* von _ befreundeten Doppelhomothetismen von P 
zugehérigen zerfallenden Schreierschen Erweiterungen D* oP von P.* 


3. A sei eine multiplikative Struktur (das hei®t eine Menge, in der eine 
nicht notwendig assoziative Multiplikation definiert ist) mit Einselement. I sei 
eine beliebige Gruppe. Kleine lateinische und griechische Buchstaben sollen 
stets Elemente von A bzw. J, insbesondere e und « das Einselement von A 
bzw. I” bezeichnen. Wir betrachten die Menge der Paare (a, «) (@€A, e«€/); 
die Gleichheit der Elemente (a, «), (a’, «’) ist mit a=a’,e@—e’ definiert. Die 
Menge dieser Paare machen wir zu einer Struktur, die wir mit Ao J” bezeich- 
nen, so daB wir eine Multiplikation der Elemente durch 


(1) (a, a) (6, 8) = (ab, 2) 

definieren, wobei «@?(€/’) eine Funktion der Argumente 6(€ A), ¢(€l) 

bezeichnet, stets unterworfen der Anfangsbedingung 

(2) =e (cel) 
Wir beweisen den folgenden 


Hitrssatz A. Die Struktur AoT ist dann und nur dann eine Gruppe, 
wenn A eine Gruppe ist und 


(3) a” =(a'y (0,c€e A, cE), 
(4) (28) =a’ x (ce A, a, PEL) 
gelten. Diese Gruppen AoTI sind die sdmtlichen faktorenfreien (also zer- 
fallenden) Schreierschen Erweiterungen von I” mit A. 

Die Multiplikation (1) ist dann und nur dann assoziativ, wenn A asso- 

ziativ und 

(28) = ap* 
ertiillt ist. Die letztere Bedingung ist mit (3) und (4) gleichwertig. Aus (4) 
folgt ferner 
(5) a= € (a€ A). 
Man sieht nach (2), (5), dab Ao (e,) zum Einselement hat. Eine einfache 
Rechnung zeigt, dais die Existenz des Linksinverses von (a, @) in Aol mit 
der Existenz des Linksinverses von a in A gleichwertig ist. Die letzte Behaup- 
tung ist eine Folgerung von Korollar 1 des Satzes 1 in [3]. 

Nun bezeichne D eine Struktur mit zwei Verkniipfungen (d.h. eine 
Menge, in der die Addition und Multiplikation ausfiihrbar ist), die ein Null- 
element 0 hat. Ferner sei ein beliebiger Ring P gegeben. Wir bezeichnen die 
Elemente von D bzw.P mitO, a, b,... bzw. 0, a,8,.... Mit DoP bezeichnen 
wir a Merge’ der Paare (a,«) (a€D,@€P), in der die Gleichheit der Ele- 
mente (a, @), (a’,@’) mit a=a’,a@—=c’ definiert ist. Wir machen diese Menge 
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zu einer Struktur so, daB die Addition und Multiplikation durch 
(6) (a, ¢)+(6, 2)=(a+6,¢+8), 
ki): . (a, @) (6, 7) = (ab, cb+ apt «p) 
definiert werden, wobei Funktionen @b,ab(EP;a,b€D; a, PE P) den Anfangs- 
bedingungen 
(8) 0e—c0—0 (@€P) 
unterworfen sind. (Diese Funktionen kénnen wir als » Operatorprodukte“ 
auffassen, also ist D gleichzeitig zweiseitiger ,Operatorbereich* von P.) 

Es gilt der folgende, im wesentlichen von L. REDEI [2], [3] herriihrende 


HILFSSATZ B. Die Struktur DoP ist dann und nur dann ein Ring, wenn 
D ein Ring ist und 


(9) (a+ b)y=ay-+by. a(b+c)=ab+ac, 
(10) aby =—a(by), «(bc) =(eb)c, 
(11) a(e?+ v)=ae+ay, (e+ ¢)c=ac+ fc, 
(12) apy—(ap)y, ‘epee (ec), 
(13) _ (ae)c—a(ee), 

(14) (<b)7 = «(67) 


fiir a,b,c€D und «,p,7€P gelten. Diese Ringe sind die sdmtlichen faktoren- 
freien (also zerfallenden) Schreierschen Erweiterungen von P mit D. 


Der Beweis ergibt sich nach REDE! [2] Satz 2 und [3] Satz 4 nebst 
Korollar mit einer leichten Modifikation. 


4. Nun betrachten wir die Menge A—a,b,... aller Abbildungen einer 
Gruppe /’ in sich. Fiir ein beliebiges Element a(€ A) bezeichnen wir mit « 
das entsprechende Bild von @. In der Menge A definieren wir das Produkt 
ab — wie iiblich — als dasjenige Element in A, wofiir (3) gilt.-A ist assoziativ 
und hat auch ein Einselement e, die identische Abbildung von /. Die Menge 
aller Paare (a,@)(a€ A,@€ 7) machen wir durch die Multiplikation (1) zu 
einer Struktur, die wir mit A oJ” bezeichnen. 


DEFINITION A,. Unter dem Holomorph der Gruppe I verstehen wir die 
maximale Untergruppe von der Struktur Ao I’, die die Gruppe I’ enthalt. 


Eine Untergruppe von A oT’, die I’ enthalt — wie man aus Hilfssatz A 
sieht — ist eine faktorenfreie Schreiersche Erweiterung von /’ mit einer 
passenden Automorphismengruppe von J’. Daraus folgt die Existenz einer 
einzigen maximalen Untergruppe von AoJ’, in der enthaiten ist. Diese 
maximale Untergruppe ist offenbar die der vollen Automorphismengruppe A* 
von I” zugehdrige faktorenfreie Schreiersche Erweiterung A*ol von der 


Gruppe I. 
Es gilt also der folgende 
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Satz A. Die Definitionen A, und A, sind dquivalent. 


Betrachten wir nun die Menge D=—a,6,... aller Doppelabbildungen 
eines Ringes P in sich. Unter einer Doppelabbildung a(€D) von P in sich 
verstehen wir nach REDEI [4] das System von zwei Abbildungen @—ae, — 
a@— aa (a€P) von P in sich, wo die Elemente aa und ea die Bilder vone . 
bezeichnen. Die triviale Doppelabbildung von P in sich, wobei alle Bild- 
elemente gleich O sind, wird mit O bezeichnet. In der Menge D dieser 
Doppelabbildungen von P in sich definiert man die Summe a+ 6 und das Produkt 
ab als diejenigen Elemente der Menge D, wofiir (9), (10) gelten. In der 
Menge aller Paare (a, «) (a€ D,@€P) definieren wir die Addition und Multi- 
plikation durch (6), (7). Diese Struktur bezeichnen wir mit Do P. 

Die neue Definition der Holomorphe eines Ringes P ist die folgende: 


DEFINITION B,. Unter den Holomorphen des Ringes P verstehen wir die 
maximalen Unterringe der Struktur Do P, die den Ring P enthalten. 


Nach Hilfssatz B ist ein Unterring von DoP, die P enthalt, eine fakto- 
renfreie Schreiersche Erweiterung von P mit einem passenden Ring von 
befreundeten Doppelhomothetismen von P. Da jeder Ring von befreundeten 
Doppelhomothetismen von P nach REDE! [4] in mindestens einem ebensolchen 
maximalen Ring D* enthalten ist, folgt die Existenz der maximalen Unterringe 
von DoP, die den Ring P enthalten. Diese maximalen Unterringe fallen also 
mit den den maximalen Ringen D* von befreundeten Doppelhomothetismen 
von P zugehérigen faktorenfreien Schreierschen Erweiterungen D*o P des 
Ringes P zusammen. 

Wir erhalten daraus den folgenden 


SATZ B. Die Definitionen B, und B, sind dquivalent. 


(Eingegangen am 29. April 1954.) 


Literaturverzeichnis 


{1] W. H. Mitts, On the non-isomorphism of certain holomorphs, Trans. Amer. Math. Soc., 
74 (1953), S. 428—443. 

[2] L. Réver, Uber gewisse Ringkonstruktionen durch schiefes Produkt, Acta Math. Acad. 
Sci. Hung., 2 (1951), S. 185—188. 

{3] L. Répe1, Die Verallgemeinerung der Schreierschen Erweiterungstheorie, Acta Sci. Math., 
14 (1952), S. 252—273. 

[4] L. Répe1, Die Hotomorphentheorie fiir Gruppen und Ringe, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 
5 (1954), S. 169—195 (die vorstehende Arbeit). 


NEUE DEFINITION DES HOLOMORPHES 201 


HOBOE OMIPEJEJIEHWVE TOJIOMOP®A [PYTITIbI 
UY TOJOMOP®OB KOJIbLIA 


VW. CEHJIPEU (Cerea) 


(Pe3 Me) 


Uccaeaya avanor B TeOpHM KONeL, NOHATHA rOnOMOpha rpynny, JI. Pagan B CROeH 
paGore (4) BBeEM NOHATHE TOMOMOpHOB KOAbUA. 

B wactosujen pa6oTe farwTca HOBbIe MpOCcTHIe ONpesenennA ronomopda rpynnyl u 
ronomopdos KOmbUa (Onpegenenua A, u B,), yKasbiBawuyMe C HOBO TOUKH 3peHHA Ha 
aAHaNOrvIO M@X*KAY STHMH NOHATHAMH. EcnaM conocTaBuTb fjBa cnocoba onpefenenua ron0- 
Mopda, TO Oka3bIBaeTCH, YTO Mpesaraemble HAMH ONpeneneHuA HOCAT MeHEee ABHBIM Xapak- 
rep, OfHaAKO erKO fOKa3saTb UX SKBUBAJICHTHOCTb H3BeCTHbIM SABHHIM OlpeseseHinm 
(reopempi A u B). 
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ON SECONDARY PROCESSES GENERATED BY A POISSON 
PROCESS AND THEIR APPLICATIONS IN PHYSICS 


By 
LAJOS TAKACS (Budapest) 
(Presented by A. Rényi) 


§ 1. Formulation of the problem 


Let us consider a stochastic process of the Poisson type. Let the den- 
sity of the occurrence of the events be a non-negative, continuous and bounded 
function A4(u) of the time parameter u. The average number of the events 
occurring in the time interval (0, ¢) is, as well known, 


t 
(1) A(t) = | a(u)du 
0 
and the probability of exactly & events occurring in the time interval (0, f) is 
A (t)} 
(2) P(t, b= ean LAOF (FELOMF21); 


The present work is devoted to investigating the following problem. 
Suppose that every event in the Poisson process is the starting point of 
a signal (random pulse). Let the progress in time of the amplitude of 
a signal be f(u, v) where uw is the time counted from the beginning of the 
signal and the parameter xv is a random variable. We suppose that the para- 
meters belonging to different events are mutually independent random vari- 
ables with the common distribution function P(y = x)—H(x). We suppose, 
finally, that the different signals linearly superpose and shall consider the 
secondary stochastic process which consists of the sum of these signals. 

We shall distinguish the following cases: 


1) Let us consider the Poisson process in the time interval 0 = u <c 
and denote the moments of occurrence of the events of the Poisson process 
By Uy, Us, -.., us, ..- ., Let us. denote the values of the parameters belonging 
to the produced signals in order by yi, Z2,--+) Zir---- The parameters 
{y.\ are supposed to be equidistributed, mutually independent, non-negative 
random. variables. We denote the sum of the amplitudes of the signals in 
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the moment uw by 7(u), that is 
(3) n= 2s fut, x1). 
. + 0S, Su 


Clearly (0) 0 and 7(u) is defined for u= 0. Let P(7j(u) S x) = Gu, x) 
denote the distribution function of the random variable 7)(u). 


2) Let us consider the case when A(u)==A, i.e. the Poisson process is 


hom geneous in time, and suppose that each event occurring in-the time . 


interval — oo <u<ooe is the starting point of a signal. Let us denote the 


sum of the signals produced by the events occurring in the time interval 


(— oo, u) at the moment uw by 
(eS. n= > f(u—un, x). 
-e< usu 


In this case, as we shall see, under general conditions, the random function 
7*(u) exists for all.u and its distribution function is, independent of wu. Let us 
denote this by P(7*(u) = x) = G*(x). It is easily seen that if in case 1) the 
underlying Poisson process is homogeneous in time, i. e. 4(u)=A, then we 
have G*(x)= lim G(u, x). 


In the present paper we shall first discuss the special case f(u, vy) = ye-™ 
where @ is a positive constant. This case is interesting from a. theoretical 
point of view, because it is an interesting application of purely discontinuous 


Markov processes; on the other hand, this case is important also from 


practical point of view. We determine further the expected number of trans- 
ition of 7(u) and 7*(u), respectively, through on a fixed threshold value a 
during some time interval. 

Using a generalisation of a well-known theorem concerning the sum of 
independent random variables, we shall examine the stochastic processes 
mentioned in the more general case, when the functions f(u, x) are arbitrary. 
After this we shall investigate the auto-correlation function and the harmonic 
analysis of the process 7*(u). Finally, we shall give a few examples in the 
field of particle counting. 

The stochastic processes defined above have been in special cases the 
subject of a great deal of discussion in physical.and mathematical literature. 
Without endeavouring to. achieve completeness, we mention the papers of 
N. CAMPBELL [1], [2], E. N. ROWLAND [17], A. JA. KHINTCHINE [7], H. HuRWITz 
and M. Kac {6] and S. O. Rice [16]. Among these it is the paper of S. O. RICE 
[16] which is the most far-reaching from a practical point of view, however, 


RICE treated only the homogeneous process and supposed f(u, x)= x/f(u). 


where x is a random variable. Furthermore RICE did not deal with the existence 


of the limiting process and the limiting distribution. We shall use a method — 


more simple than those employed by the authors mentioned and by this 
method we shall obtain more general results. 


”~ 


‘ 
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We also mention a theorem by A. RENY: [15] concerning a process of 
happenings generated by a Poisson process. He has proved that the number 
of happenings which are just going on at a given instant follows a Poisson 
distribution. This result can be obtained from our discussion, by specializing 
flu, 4)=1-if O=u=x and f(u, y)=—0 elsewhere. 


§ 2. The case of exponentially decreasing signals 


‘In this and the following two sections we shall discuss the process in 


special cases when the progress of the signals in time is described by the 
function 


We Al oi tbe, 
5 &. 
(5) I (4, x) Opsieitecns.0 


where @ is a positive constant and y a positive random variable. In what 
follows we give the distribution function G(u, x) and we shall deal with the 
question: Under what conditions does the distribution function G*(x) exist 
and how can it be determined ? Furthermore, we shall.also discuss the follow- 
ing problems. We shall say that at the time wu the process is in the state 
A if at the moment w the value of the random function 7(u) (resp. 7*(u)) 
is <a and we shall say that it is in the state B if it is =a (n(u) =a or 
n*(u) = a). Here a denotes a fixed, positive number. Now, the question arises : 


- What will be the mean duration of the process staying in the state B during 


the time interval (0, f)? We denote this mean duration by t(f, a) in case 1) 
and by t*(t,a) in the case 2). An other question is: What will be the ave- 
rage number of transitions A-—B in the time interval (0, t)?. We denote this 
number by m(t,a) in the case 1). and by m*(t,a) in the case 2). 

Let us call the events occurring in the underlying Poisson process real 
events and the-transitions A—+B apparent events. The question now arises 
as to how it is possible to conclude, at least in case 2), from the density of 
apparent events to the density of real events. | 

First of all, However, we shall mention an important field of application 
in experimental physics, illustrating what has been said. 


AN EXAMPLE FROM EXPERIMENTAL PHYSICS. In order to concretize our 
discussion, let us think of the example of counting, particles by means of an 
electron multiplier. The corpuscles or photons incident on the cathode of an 
electron multiplier are releasing electrons. Along a line of electrodes the 
number of electrons becomes multiplied in succession by means of secondary 


emission. 


ili inci ticle releasing k electrons from 

Let p(k) denote the probability of an incident par ele 
the cathode: and let the number of multiplying plates of the electron wits ota be r, for 
each of which p(k) denotes the probability of an incident electron releasing x secondary 
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electrons. If we suppose that the multiplication process of each electron is independent of 
that of the others, it is easily possible to determine, with the aid of the theory of multi- 
plicative processes, the probability that an avalanche of electrons released by a particle 
incident on the cathode, consists of k electrons at the moment when it reaches the 


anode. If the generating function of po(k) is denoted by fols)= > po(h)s*, that of p(k) 


k=0 


wo 
by f(s) == > p(k)s* and that of the number of electrons released on the n-th multiplicator 
k=V 
plate by g,,(s), then gy(s)==/o(s) and g,(s) = f[8,— (s)] (n= 1,2,...,7). With the aid of this 
recursive formula it is possible to determine g,(s), the generating function of the probability 
of the number of electrons incident on the anode. When the generating function is known, 
it is possible to determine the probabilities themselves too. 


If the number of electrons incident on the anode is k, these electrons 
will charge the condenser, possessing the capacity C, of the anode circuit to 


-19 


a voltage spon proportional to the number of electrons (e—1,6.10 ~ coul. 


C 
is the charge of an electron). Whilst the random variable k assumes the 
discrete values K=—0O,1,2,..., the random variable x can, with a good 
approximation, be considered continuous. As a matter of fact, for instance in the 
case of C=1 pF we have 4x — te 1,6.10°' volt. The condenser charged 
to a voltage x will become discharged through the resistance R, its - voltage 
decreasing in time in an exponential manner, in accordance with the function 
xe/R€ The reciprocal value of the time constant RC is equal to the constant — 
a, whilst the distribution function of the magnitude of the voltage impulse is 
H(x). 

This phenomenon can be described by the stochastic processes men- 
tioned above. In many cases, such as in case of disintegration of radioactive 
atoms,’ or in case of cosmic radiation, the time instants of the corpuscles or 
photons arriving at the cathode form a Poisson process. In this case the 
events are the particles arriving at the cathode. The multiplication processes 
of the electrons starting from-the cathode are mutually independent and re-— 
garding the new particles arriving during the period of time of an impulse, 
the electron multiplier remains effective. The electron avalanche arriving at 
the anode will cause a voltage impulse of exponential progress in the exter- 
nal circuit, the amplitude of which voltage impulse is a random variable. The 
various impulses superpose linearly. : 

The phenomenon can be observed with the aid of a recording apparatus 


which is connected with a counter. The counter will indicate as soon as the 


value of the sum of the signals will exceed a given threshold voltage a 


and t e relay remains connected as long as the value of the signals exceeds a. 
In ‘this case the problem is to determine the average number and the mean 
duratign of’ the connections of the relay during the period tf. 
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We remark that the average number of connections of the relay will 
not be affected by the fact that the relay should remain connected during 
the whole time of duration of the ‘state B. This serves only for illustrating 
the mean length of time of staying in the state B; although this is a case 
not unrealisable in practice. 

We distinguish two different kinds of problems. 


PROBLEM OF OBSERVATIONS. In the case of the counting of particles 
effected with the aid of a single electron multiplier we shall say that an ob- 
servation begins at a given moment, if the rélay effects.connection. The ave- 
rage number of observations during the period ¢ will be equal to the average 
number of connections of the relay. In this case it is a problem how it is 
possible at different values of a, that is to say, with different threshold vol- 
tages, to conclude from the density of apparent events (density of observa- 
tions) to the density of real events. Another interesting point is the question 
of how to select the most advantageous value of a. 


PROBLEM OF COINCIDENCES. Using simultaneously a plurality of electron 
multipliers for the observation: of random events, we obtain the problem of 
coincidence. Now the signals supplied by the totality of electron multipliers 
are examined by using a single coincidence apparatus. The counter indicates 
when the sum of the signals exceeds the adjusted threshold voltage a. Here 
the problem arises: of which value (for a given value of a) the average 
number of chance coincidences during the period of time ¢ will be. The knqw- 
ledge of this average number is of particular importance in those cases when 
it is being examined whether any correlations exist between two or more 
processes. In this case the problem of finding the value of a which is the 
most advantageous to effect the examination of correlation possesses some 
interest. r 

This problem can be reduced to the preceding one, if we suppose that 
the processes of counting with the individual electron multipliers are mutually 
independent and that the magnitude of the voltage impulse produced by an 
incident particle presents the same probability distribution on the anode of 
each electron multiplier. In this case, if the density of the particles arriving 
at the various electron multipliers is 4,(w),4.(u),..., 4m(u), the m electron 
multipliers can be replaced by a single’ one in which the density of the 
arrival of the particles is 4(u) =4,(u) +4,(u)+-:: + An (u). . ait 

From the point of view of how to construct the amplifier circuits, the 
harmonic analysis of our stochastic process possesses some importance. 
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§ 3. The determination of the distribution functions 


Our main problem in this section is to determine the distribution func- 
tions P(n(u) = x)= G(u, x) and P(7*(u) = x) = G*(x) in case f(u, x)=ze™. 
The random functions 7(u) and 7*(u) describe a Markov process. In fact, if 
we know in a moment the value of »(u) or 7/*(u), then this present state 
uniquely determines the future stochastic development of the process. If, 
however, the time direction is reversed, that is to say, if it is counted back- 
wards from a given instant u, the random function 


(6) Cu,z)= > flu—u, 1) 


4-2 Sy, =u < 
representing the sum of the values assumed at the time uw by the signals 
occurring in the time interval (u—z,u) is introduced, then the process de- 
scribed by C(u,z) (u is fixed and z is ‘conSidered as a variable) will be a 
Markov process in z having independent increments, i.e. an additive Markov 
process. By this we understand that the “future” stochastic development of 
the process C(u, z) depends neither on the present state nor the past history 
of the process. With this procedure we obtain a process which is more easily 
discussed than the-preceding one. 

Now let uw be fixed and consider ¢(u, z) as a function of z. Then it will 
be convenient to write the density of the events in the form p(z)—4A(u—z). 
With the .aid of C(u, z), nfu) and 7*(u) can be expressed.in a simple manner, 
namely (u)—C(u,u) when p(z)=A(u—z) and 7*(u)=: lim C(u,z) when 


p(z)=A. Let P(C(u,z) = x)= F(z,x), then G(u, x)—F(u, x) provided that 
p(z)=A(u—z) and G*(x)= lim F(z, x) provided that p(z)=A. 


So far, we have not dealt with the question of the existence of 7/*(u). 
Now we prove that 7/*(u) exists with probability 1, when M(x.) < coc. Namely 
7’(u) can be expressed as a sum of independent random variables, as follows: 


m(u) = > 46 (u, n4z) 

where Ng | 
AC (u, nAz) = C(u, (n+-1)4z)—C(u,ndz) (n=0,1, 2,...). 

So we can apply the well-known three series theorem of A. N. KOLMOGOROV 
(Cf. P. R. HALMos, Measure Theory (1950), p. 199) which yields necessary 
and sufficient conditions for the convergence, with probability 1, of series of 
independent. random variables. If the series of the expected values of the 
absolute values of the random variables is convergent, then (choosing c= 1) 
these conditions are satisfied and the series in question converges with pro- 


bability 1. In our case if M(yn)< oe, then > M(|46(u, n4z)|) < oe, conse- 
u=0 : 


quently nf (a) = lim S(u,z) exists with probability 1. In addition it is clear, 
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that G* (x) = lim F(z, x) exists, when 7*(u) does, but:we shall give also an 
extra proof of the existence of G*(x). 

The process C(u,z) is a so-called discontinuous Markov process in z. 
A. N. KoOLMoGorov [10] was the first to consider purely discontinuous Markov 
processes in which the state changes only in jumps and established the 
integro-differential equation of such a process. W. FELLER [4], [5] made this 
process the subject of a thorough investigation, has proved the existence and 
unicity statements and represented the general solution of the integro-diffe- 
rential equation in the form of a uniformly convergent infinite series. The 
process ¢(u, Zz) constitutes a special case of the process discussed by W. 
FELLER, as in our case the probability of the occurrence and of the magni- 
tude of the change is independent of the actual value of C(u,z) and it is a 
generalisation of the case discussed by A. JA. KHINTCHINE [8] in which the 
probabilities of the change are, moreover, also independent of time. It would 
be possible for us to apply the general discussion of W. FELLER to our pro- 
cess, but it appears to be preferable, because it is simpler to give a separate 
discussion of this special process. Now we shall prove the following 


THEOREM 1. The distribution function P(2(u, z) = x)= F(z,x) of the 
random variable [(u, z) satisfies the following integro-differential equation : 


(1 IFC) _ p(2)| | Heyer] dy Fe.) Fe), 


which possesses the only solution F(z,x) satisfying the initial condition 
F(0, x)=1 (x =0). Let the characteristic function of F(z, x) be 


o 


(8) eid (2 | ed. F(z, x) 

and that of H(x) | 

(9) g(w) = |e dH(3). 

Then we have ; 

(10) log ® (2, 0) = — | p@[I—p(oe™)] de, 


0 


If D(z, ) is known, the distribution function F(z, x) can be determined 
uniquely. 
Proor. For 0< 4z we get 
F(z+ 4z,x) = 


CO) = ple) dz | Hix—yen1d,F@ 9) HP @) 42] FG, 2) + 0(42). 
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As a matter of fact, the event -that at the moment z-++ 4z, S(u,z+4z)=x, 
can be realised in such a manner that C(u,z)—y where O=y<x and 
that in the time interval (2,z+ 42) there occurs a change whose probability 
is p(z) 4z+0(4z) and, the probability of this change being =x—-y, it is 
egual to H[(x—y)e“]; or at the moment z, ¢(u,z)=x the probability — 
whereof is F(z,x), and no change takes place in the interval (z, z+ 42), the 
probability whereof is 1—p(z)4z+-0(4z). The probability of more than one 
event occurring in time interval (z, z+4z) is o(4z). It is easily seen that it 
does not matter, in which point of the time interval (z,z+4z) the event 
takes place and so we can consider the moment z as the occurring point. 
From (11) it follows 


(12) BEF BG) (ai, [mised Fe. Fe] +E 


0 


ar 


Letting 4z—+0 we obtain the equation 


0F(z, x) xX) 
(4 


(13) = p)| | Hyer d, F@.)—Fe—). 

0 

Thus we have shown that the right-hand derivative of F(z, x) with respect 
to z exists and is equal to the right-hand side of (13). Similarly, it can be 
shown that the left-hand derivative of F(z, x) also exists and is equal to the 
right-hand side of (13), that is to say, the derivative of F(z, x) with Sg 
to z exists and satisfies equation (7). 

In pa ae of (9) we get 


(14) [ei d, H(xe) = fms ‘dH(x) = g(we-”). 
0 
Thus, passing from equation (7) 9 the characteristic functions, we obtain 
easily 
ag ? 
(15) iGo) = — p(z)[l—g(we™)] D(z, «). 

Considering that 4(u) has been supposed to be a continuous function, 
and since a characteristic function is known to be uniformly continuous for 
— oc <M<o, g(me™) is also continuous. Under these conditions our 
differential equation. possesses a single solution satisfying the initial condi- 
tion @(O, m)=1 which follows from the condition concerning F(O,x) and 


with this initial condition the solution of the linear differential equation (15), 
written in logarithmic form, is 


16) log D(z, 0) =—J p(s) [1—g(we)] do. 
10) 
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That our integro-differential equation (7) possesses the single solution F(z, x) 
Satisfying the initial condition, and that it is a distribution function for x 
follows from the theorem concerning the general case due to W. FELLER [4], 
[5]. As its characteristic function P(z,) is known, the distribution fiction 
F(z, x) can be determined uniquely [3, p. 93]. 

Now let us suppose that 2(u)==2 (constant), i. e. p(z)=A. Then the 
following question arises: under what conditions does the limiting distribu- 
- tion lim F@, x) = F(x) exist? We shall prove the following 


THEOREM 2. /n case the mean value 


0%. 


(17) M = | xdH(x) 


of the distribution function H(x) is finite, the solution F(z, x) satisfying our 
initial condition of the integrc’ differential equation (7) converges for z—+>~ 
to a limiting distribution F(x) whose characteristic function ®(«m) satisfies 

1 


(18) log Dw) = — 4 | *— AGS). ito, 
0 
As @P(q@) is known, F(x) can be determined uniquely. 
Proor. As it is well known (see [3], p. 96), from lim O(z, o) = O(a), 
if @(w) is continuous at w=O, it follows that lim F(z, x)= F(x) exists, 


F(x) is a distribution function and @(«) is its characteristic function. Thus 
the limiting distribution function lim F(z, x)= F(x) will exist, if the limit 
(19) 7 | jim | [1L—y(@e™)] dv 

nee eG 


exists and if this function is continuous at the point w=O. In this case, 
denoting by ®() the characteristic function of F(x), i. €. 


, (20) | D() =| ce’ dF(x), 

the following fartiotl will hold: 

(21) log D(w)=—A4 i [1— g(we®”)} dv. 
‘We supposed that the mean value 


ie7) 


(22) M= |xdH(x) 
(i) 


14* 
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is finite and in this case it is easy to Conclude that 
(23) 1-9 ()| =| | de) dH(x)| = Mio. 


By making use of this result, we obtain 


M\o| 


ca 


(24) || 1—e@e*)J de] = 


whence it follows that the limit (19) exists for every finite value of m and 
is continuous at the point «—0O. So we have proved the stated theorem. 
Now let us denote the characteristic function of G(u, x) by H(u, o), i. e. 


foo] 


(25) Blu, o) = | ed. G(u, x) 

and that of G*(x) by #*(«), i. e. " 

(26) B*(w) = | e'dG"(x); 

then we have t : 

(27) log B(u, w) = —|auu—z) [1—g(we-™)] dz 
0 

and in case M< ~ “en 

(28) log B*(») = —* j-=utee. t. 


REMARK. If the m-th moment of the distribution function H(x) exists, 
the moments 


(29) M;= | #dH(x) wens] 30, 1 
0 


will, as well known, also exist, and for the characteristic function ¢(@) of H(x) 


m 


(30) g(o) = > >t (ie) + 0(o™) 
will hold, and thus, by aries use ” (28), we have 


(31) log U(o) — SE iwy +0(0%), 


_ i. e., the semi-invariants of the “ate G*(x) (which we shall denote by 


Aj) also exist up to the m-th semi-invariant inclusively, and these are the: 
following: 


(32) Aj=(—i)i 


A” tog Bw) ot (j= 1, 2)08:, my. 


The relation (32) is particularly «suitable a the solution of practical problems 
in which the distribution H(x) is given empirically. 


SECONDARY PROCESSES GENERATED -BY A POISSON PROCESS 


§ 4. Determination of the mean values 


The determination of v(t, a) and v*(t, a). At the time w, the system is 
in the state B, if at the same time the sum of the values of the signals is 
greater than a. The probability of this is 1—G(u, a) in case 1) and 1—G*(a) 
in case 2). It can then easily be seen that in the time interval (0, t) the mean 
duration of staying in the state B will be in case 1) 


(33) v(t,a)— {[1—G(u, a) du 


and in case 2) 
(34) v(t, a) =[1—G*(a)]t. 


The determination of m(t,a) and m*(t,a). Between the moments uw and 
u-+4u a transition A—B occurs, if at the moment w the sum of the values 
of the signals is less than a and a signal begins in the interval (u,u-+ Ju), 
the probability whereof is 4(u)4u-+o0(4u) and its amplitude exceeds a—x 
whose probability is 1—H(a—x). The probability of more than one transi- 
tion A+B occurring in the interval (u,u-+ 4u) is, as can easily be seen, 
o(4u). 

On the basis of what has been said, it results easily that the probabi- 
lity of a transition A— 8B taking place in the interval (u, u-+ 4u) is in case 1) 


(35) 4(u) K(u, a) Ju +o0(du) 
_ where 
(36) K(u, a) — {[1—H(a—x)]d Gu, x) 
and in case 2) 
(37) 4 K*(a) du + 0(4u) 
where 
(38) K*(a)= fo — H(a—x)|dG"(x). 


As can readily be seen, the average number of transitions A—B occurring 
in the time interval (u,u+-4u) will be given in case 1) by (35) and in case 
2) by (37). Thus the average number of transitions A—B occurring in the 
interval (0, f) is obtained by dividing the interval (0, t) into 7 subintervals 
of length /u—t/n, forming the mean value in each subinterval, adding these 
up and then taking the limit for n— . From the proved continuity of the 
distribution function G(u,x) in the variable u, it follows the continuity of 
K(u, a) in the same variable. Thus it is assured the existence of the limit 
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and as a result we obtain 
t 
(39) m(t, a) = Jax (u,a)du, 
0 


(40) m*(t, a)==2K*(a)t 
in cases 1) and 2), respectively. 


REMARK 1. In case 2) it appears from (38) that A*(a) can be represented 
as the difference of two distribution functions and thus its Fourier—Stieltjes 
transform exists. Let us denote this by 


o 


(41) P(w) = {ed K*(a). 


: 0 
On the basis of (38) for this transform we have 


(42) Po) = [l—¢(o)] ©) 


and thence K“(a) can be determined uniquely. 
K(u,a) can also be determined in a similar manner. 


REMARK 2. In case 2) the mean length of time of stay in the state B 
during the period ¢ is r*(t,a)—[1—G*(a)]t¢ and the average number of 
transitions A—B is m'*(t,a)—<AK*(a)t. Let us denote by ? the average 
length of the period of time which has elapsed between the consecutive 
transitions AB and B—A. 

For the mean value + we have 


. (ta) 1—G*(a) 
(43) P= lim m(t.a) Ka) 

This statement can be proved with the aid of the following theorem 
due to A. N. KoLMoGorRov and Ju. V. PROHOROV [11]. We recall this theorem 
in the special case which is interesting for us: 

Let us consider the random variables §, &,...,5,... with the common 
expected values M(E,)- #<oo. We formthesums ¢,—§,+ 5+ ---+65, where v, 
the number of terms, itself is again a random variable. If the variables 
Snity Snsz,--- and the event == m are independent for each m, then in case 
M(v) < %© we have 


M(E,) = 9M(r). 

Now let us denote by &, (n= 1,2,...) the distances between two con- 
secutive transitions A—+ B and B-+A in moments t=0 and by v the number 
of transitions A+B occurring in the time interval (0, ¢). Then we have 
M(E,)== Fm*(t,a). It is easily seen that lim M(¢,)/t*(t,@)—1 and hence 

t-> 


(43) follows. We can apply the cited theorem if we show that the variables 
&, (n= 1, 2,...) are mutually independent variables having the same distri- 
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bution. This is, indeed, true because the process examined is a Markov 
process and the future stochastic development of the process counted from 
the moment of a transition B—+>A does not depend on the past history of 
the process and the process reproduces itself from such moments onwards. 


REMARK 3. In the case 2) the real density of events is 2 and the apparent 
density of events (the density of transitions A —> B) is 2'(a)=2K*(a) where 
K*(a) is defined by (38). 


§ 5. The case of arbitrary signals 


Now we shall discuss the processes 1) and 2) mentioned in the 
first section in the more general case when the progress in time of a 
signal is described by an arbitrary function f(u, vy). We suppose ~that 
flu, 4)=0 if w<O and that x is a positive random variable having the 
distribution function H(x). The random functions 7(u) and 7*(u) connected 
with an arbitrary function f(u, vy) will in general describe a non-Markov 
process, except in the case f(u, x) = ye. If, howerer, the time direction is 
reversed, i.e. if counting backwards from a given instant u, further the 
random function 
(44) Su z—= > _ flu m0) 
representing the sum of the values assumed at the time uw by the signals 
occurring in the time interval (u—z, uw) is introduced, the process described 
by &(u, z) (u is fixed and z is a variable) will already be a Markov process, 
moreover, it will be a Markov process having independent increments, 1. e. 
an additive Markov process. With the help of ¢(u,z), the functions 7(u) and 
1, (u) can be expressed in asimple manner: 7(u) = ¢(u, w) and 7/"(u) = lim C(u, z) 
provided A(u) =A (constant). 

Now 7*(u)= lim (u, z) exists with probability 1, if the expression (62) 


is bounded. Namely 7*(u) has the same properties which have been Br 
in § 3 and so it follows from the theorem of A. N. Kotmocorovy, that 7 (u) 


exists with probability 1 if > M(\45(u, n42)|) < oo, Letting 4z— 0 in this . 


last expression, we get (62). If (62) is finite, then the above series also con- 
verges for sufficiently small 4z; this proves our statement. In this case a 
limiting distribution G*(x) evidently exists, but we shall give an extra proo 
of this fact. om ‘att 

This general problem has also an interesting physical application, namely 
to the discussion of the anode current fluctuation of vacuum tubes. As well 
known, the moments of electrons emitted from the cathode of vacuum tubes 
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follow a Poisson process. The electrons starting from the cathode will, 
during the time whilst they reach the anode, influence a current in the external 
circuit. Let the progress in time of the current-pulse influenced by an elec- 
tron emitted at the time uO be f(u, v7) where x means the initial velocity 
of the electron which is a random variable. According to classical statistics, 
y follows a Maxwell distribution. The current-pulses influenced by the indi- 
vidual electrons will linearly superpose and their -sum 7(u) will give the 
instantaneous value of the anode current. This problem will be treated by us 
in a separate paper. 

The process (u,2z) will be treated by making use of a theorem stated 
in the following section. In the same way in which certain stochastic pro- 
cesses can be reduced to the determination of the distribution function of 
the sum of independent random variables, the processes discussed up to 
now can be reduced to the determination of the integral of a certain random 
function. 


§ 6. The fundamental lemma 


Now we shall prove the following lemma concerning an additive Markov 
process ¢(2). 

Lemma. Let us consider the random function &(z) defined for z= 0 for which 

1) 5(0) =0, 

2) if A<%S2%< 2%, therandom variables 5(z.)—S(z,) and 0(z,)—$(2,) 
are independent. 

Let the charactheristic function of 3(z+ 4z)—s5(z) be denoted by 

M { eto e+42)- C(s)} } smn Wa-(2, ). 

3) Let us suppose that the following relation holds uniformly in o: 
(45) log Wa:(z, ) = Iz log w(z, w) + 0(42). 

Let F(z, x) denote the distribution function of 5(z) and ®(z,m) the 
characteristic function of $(z). Then we have 


(46) log B(z,m) = | log w(u, w) du, 


provided that the integral on the right-hand side exists. If @M(z,~) is known, 
F(u,x) can be determined uniquely. 


We remark that in case when the random function ¢(z) is differentiable 

and its differential quotient is equal to the random function &(z), i.e. 
5(2 ot h) — C(z) 
: = 


E(2) = lim - (in probability sense), then condition 3) is satis- 


fied and w(z,w) is the characteristic function of 5(z). In this case we may 
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write symbolically 


(47) C(2) —[e(au. 


Proor. It is well known that the characteristic function of the sum of 
independent random variables is equal to the product of the characteristic 
functions of the individual variables. This theorem remains valid also if in 
the sum of the random variables each variable is independent of the sum of 
the preceding variables. In this case we shall call the random variables inde- 
pedent in the wider sense (it is this fact that enables us_ to suppose instead 
of the independence of any number. of variable increments only the inde- 
pendence of two such increments). Our theorem is the direct generalisation 
of this theorem for the case~.in which the number of the random variables 
to be added is replaced by a continuously varying parameter. The gene- 
ralisation can be carried out directly, if the theorem referred to is formulated 
in such a form, that in case of the sum of independent random variables, or 
of random variables which are independent in the wider sense, the loga- 
rithms of the characteristic functions of the individual variables are added up. 

Let us divide the interval (0,z) by means of the points z,—0O, 


21, 2q,)+++)2n—=zZ into nm subinteryals, each of length /z—zn and put 
C(z:) —€ (2-3) == §& (= 1, 2,...,2). Then we have 
(48) | C(z)=8+54-:-+6. 
The random variables €,,&,...,§, are independent in the wider sense and 
their characteristic functions are w,-(z;-1,@) (i= 1,2,...,). Thus 
(49) D(z, 0) = [1] .(2-1, 0). 

tal 


Taking the logarithm of both sides, we obtain 


(50) log D(z, wm) = >: log Wa: (Zi- +, Oo) = pe [log Ws.(Z-1, m) 4z+0(42)] 


where the second equality is a consequence of condition 3). 
If we suppose that log y(z,w) is integrable in the interval (0,2), it 
will follow that the right-hand side of (50) converges for n—>oce to the 


integral 


(51) [log y(u, o) du 
” 
and thereby we have justified our statement. 
Let us note that if the limit of the integral (46) exists for z— -~ and 
is continuous at the point » —O0, then the limiting distribution lim F(z, x) = 


Z>s 


= F(x) also exists, and if the characteristic function of this limiting distribu- 
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tion is denoted by P(m), we have 


ao 


(52) log D(w) — | log p(u, ») du. 
0 


REMARK. If the random function &(z)=6'(z) exists and the m-th semi- 
invariant of &(z) is finite, the semi-invariants 


d/ log w(z, o) 


Ee Oe ee 
da! Jo=0 GV esi f ) 


(53) 4@)—(+0'| 


\ 
are also finite and in this case the semi-invariants of £(z) also exist up to 
the m-th semi-invariant inclusively, 


(54) A(z) = (—i) eee les (j=1,2,...,m). 
Hence 
(55) Aslay—= | aude (j= 1,2,...,m). 
j 
As a matter of fact, in this case 
(56) log Wz, 0) = S 8M (wy +010) 


and hence (55) is obtained using (46). 


§ 7. The determination of the distribution functions 
G(u, x) and G*(x) 


Let us consider the random function ¢(u,z). As uw is fixed, it will.be- 
convenient to denote the density of the events by p(z)—4A(u—z). If we 
know F(z, x), the distribution function of the random variable C(u, z), then 
we can easily get the distribution functions G(u,x) and G*(x) too, since 
G(u, x)= F(u,x) provided that p(z)—A(u—z) and G*(x)~lim F(z, x) 
provided that p(z)=2. ad 

Now we shall prove the following 


THEOREM 3. For the characteristic function @M(z,w) of F(z, x) we have 


(57) log P(z, ») =—| pv) [|— ev, ) do 


where 


n 


(58) g(u, w) = | eel = d(x). 


0 
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Proor. Let us denote the characteristic meHen of the random variable 
C(u, z+ 4z)—C(u, z) by wa4(z,@). Then 


(59) Wa.(2, ©) = (1—p(z)42z) + p(z) Az Jee *d H(x) 4+-0(42). 


As a matter of fact, (uw, z) does not vary in the time interval (z,z+ 42), if 
no event occurs in this interval, the probability whereof is 1 —p(z)4z-+ 0(4z) 
and in this tase C(u, z+ 4z)—C(u, z)=0. Or, it does vary, the probability 
whereof is p(z)4z+-0(4z) and if C(u, z+ 4z)—C(u, z)=f(z, y) with y=x, 
the probability of this will be H(x). Thus equation (59) is obtained. Intro- 
ducing by (58) the function g(z.@), (59) can be written in the form 


(60) Wan(2, 0) = (1—p(2) 42) + pd) Azy(z, ») + 0(42) 
and hence 
61) log yz, ) = lim BME ©) _ _ p(eyf1 yz, 0). 


Consequently, we can apply our lemma to the random function C(u, 2). 

Indeed C(u,z) evidently satisfies conditions 1) and 2) and we have now 
shown that it satisfies also condition 3). If the integral (58) exists, then (57) 
exists too and so the theorem is proved. 

. Now we are interested under what conditions the limiting distribution 

function ate F(z, x) = F(x) exists. We suppose p(z)==4 (constant). We shall 


prove the following 


THEOREM 4. /f the integral 


(62) I Jie alana] az 
; 0 0 
exists and is finite, then the limiting distribution function lim F(z, x) == F(x) 


also exists, provided 4(u)=A, and its characteristic function D(o) is given by 


(63) log D(w) = —4 | [I—¢(z, ») ] dz. 
) 


Proor. According to the mentioned theorem of Levy and CRAMER it is 
sufficient to show that ; 


(64) lim { [1—9v, o)|dv 
T+ @ yy ; 
exists and is continuous at w= 0. Let 


(65) — M@)= J f(z, x)|dH(@), 
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then we have 


(66) 1—g(z, »)| = || M2), 
and so 
(67) J0—¢@ olde] = |o| | M@)do. 


It follows that, if (62) exists, then the limit (64) will also exist for any 
fixed «, and will be continuous at the point w—0O. 
Let “(u, ) denote the characteristic function of G(u, x), i.e. 


(68) Hu, 0) == | ed, G(u, x), 
and w*(w) the characteristic function of G*(x), «. e. 


(69) w'(w) = | ed G"(x), 


then we have 


“" 


(70) log &(u, w) =— | Au—z2) [1—g(o, 2dz, 


provided that (58) exists for every z, further 


(71) “log B(w) = —2 | [I—g(o, a] dz, 
‘ 0 
provided that (62) exists and is finite. 


RemarK 1. If f(u, y)=ye** and we suppose that the mean value of x 
is finite, we obtain as a special case the results of § 3. 


REMARK 2. Let 4;(u) be the j-th semi-invariant of G(u, x), i. e. 


(72) As (it) =a (mel Ss log fal | Rr sy 


It follows from our lemma that in case 


(73) 2i(z) = L(u—z) | [f(z, Od H(x) 


exists and is integrable in the interval (0, wv), then 4;(u) also exists and we 
have 


(74) Au) =| 4i(2)dz. 
0 
In particular, if f(z, y)= f(z) and the j-th moment 
(75) M,; = | x'dH(x) 


0 
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of x exists, we have 
(76) A,(u) = Mj | A(u—2)[f@Ydz. 


If we denote by A; the j-th semi-invariant of G*(x) and suppose that it 
exists, then we get 


(77) 4=al {Fre x) id H(x)) a2] 


and, in the particular case f(z, x)= xF (2), 


(78) A; = 4M; \[f@))/az. 


This is CAMPBELL’s formula well-known in physical literature. We remark 
that the original Campbell formula, concerning the mean value and the dis- 
persion, has in the course of time been greatly generalised by E. N. ROWLAND, 
A. JA. KHINTCHINE, S. O. RICE and others. 


REMARK 3. It follows from the above theorems that the mean value of 
7" (u) is 


(79) M{n*(u)} eed f| Ire, x)dH(x)|dz, 


provided that the integral exists. As a matter of fact, the mean value of 
1"(u) is identical with the first semi-invariant. 

The mean square deviation of 7*(u) is . 
(80) D*{n"(u)} =2.|| | (f@, )'dH@O|dz, 

0 0 

provided that this integral exists. As a matter of fact, the mean square devi- 
ation of 7*(u), namely, D°[7*(u)] = M[7?(u)]—M? [7 (u)] is identical with the 
second semi-invariant. 


§ 8. The harmonic analysis of the stationary process '(u) 
It can be shown that if the integral 


(81). -f[Jre@. patenlax 


exists, *(u) defines a process which is stationary in the stricter sense. We 
shall, however, not require this but only that the process 7 (u) should be 
stationary in the wider sense, i. e. that the average and the dispersion of 
q*(u) should be constant and that its auto-correlation function should not 


depend on uw. 
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As has been shown in the preceding section, 


(82) Mir (u)}=4 || | fe, YaH(@)|dz =m 
and : 
483) D*tx*(u)} = 2) | | FG 0)'dH@)|dz = 0", 


0 0 
if these integrals exists. These quantities are constants, independent of u. 
We define the auto-correlation function of 7*(u) in the usual way: 


a, rey — Mate) — ae 


THEOREM 4. /n the case of the stationary stochastic process 7*(u) defined 
above, for the auto-correlation function defined by (84) we have 


(85) R(c) = = {| Stu, x) f(u—t, x)d H(x) |aa 
where R(r) is an even function of t. 


Proor. Let us consider the process 6(u) = 7*(u)+7*(u—t). This pro- 
cess is again stationary and differs from the preceding one only in that it is © 
instead of f(u, v) the expression f(u, y)+/f(u—vt, x) that supplies the pro- 
gress in time of the signal which began at uO. Therefore 


D*{6(u)} =2}|) (f@,)+f(u—*, Pd H(~)|da = 


(86) Breed Fys,,-- 
, = 207+2A {fra x) f(u—r, x)dH(x)|du. 
0 0 
On the other hand, it is generally true that the dispersion of the sum of the 
random variables 7, and 7, is 


(87) D {q+ 72} = of + 20,0,R+ 03 | 
where of and oj are the dispersions of 7, and 7, respectively, and R is the 
correlation’ coefficient of 7, and 7. Putting 7 —=7"(u) and 7,—=7*(u—7), 
we obtain 
(88) D*{4(u)} = 20° + 20°R(t). 
From the comparison. of (86) and (88) it results (85). 

For stationary stochastic processes, A. JA. KHINTCHINE [9] using 
BOCcHNER’s theorem proved that a necessary and sufficient condition for R(v) 


being the correlation function of a stationary process is that it should be of 
the form 


io) 


(89) R(t) = | cos rod F(o) 
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where F(w) is a probability distribution function. F(w) is called the spectral 
function of the process. 


In physics, we mean by the spectral function of such a stochastic pro- 
cess the function 
(90) G(o) =m’ + 0° [F(o)—F(— o)], 


the meaning of which is the following: if 7+(u) is considered to represent a 
current passed through a unit resistance, the average power dissipated is 
Rf 


(91) kim M Fa { brwrdu 


= Mit (P= mt + 0? 


and the distribution over the frequencies 0 = w < «(m= 2a/) of this power 
is supplied by G(w) which gives the power dissipated in the frequency band 
(0, «). 

Next we shall discuss the determination of F(a). 

Let us suppose that for p= 1, 2 


Leo) 


(92) [|F@, 9|"du < % 


for all values of x. In this case, as well known, f(u, x) can be represented 
in the form of a Fourier integral 


(93) flu, x)= | Alo, eden 
where 

= 1. | 10, 
(94) A(o, Y= a7. URSA eer 


v 
In physical literature it is 2|A(,x)| that is considered as the ampli- 
tude density function of the component possessing the frequency in the 
spectral representation of /(u, x). 
Now, from PLANCHEREL’s theorem it follows 


(95) [ [Au, OPdu = 427 | |A(o, of do. 

0 0 
If the square of f(u, x) is integrable, then f(u, x)+ f(u—*, x) has the same 
property and in that case, if PLANCHEREL’s theorem is applied to it, it results 


in a simple manner that the following equation holds: 


(96) ft f(u, )+f(u—t, x)P du = 4c ||A(o, x)|*(2--2 cos or} dw. 


224 L. TAKACS 
Hence we conclude, taking (95) into consideration, that 


(97) Jf, x) f(u—t, x) du = 4x | |A(, x)’ cos otdo. 
0 


We take the Stieltjes integral of both sides with respect to F(X): 

(98) i {ftu, x) f(u—t, x)du|dH(x) a Acc | | | |A(m, x)? cos wtdw |dH(x). 
vu” 0 DO». & : 

If we suppose that the correlation function (84) exists for +O, these 

integrals will also exists, and it is easy to see that the order of integration 

may be reversed. Thus 


RG@eee if | fre nfu—r,x)dH() | du — 
(99) 
4 Es, 


= 2 {| fiat yran(| cos wtdo. 


This representation also sn that the function F(m) figuring in the Khin- 
tchine representation (89) is differentiable with respect to w and that F’(m) 
is an even function, 
: wa 
(100) Payee alee x) d(x). 
~ Je 


This representation is valid for all values of m, since |A(m,x)| is an even 
function of o. 

We remark that, in accordance with a theorem on characteristic func- 
tions proved by G. POLya [14], if R(x) is supposed to be convex for + >0, it 
follows that the distribution function F(m) figuring in the Khintchine repre- 
sentation (89) is for w= 0 differentiable in all cases and that its differential 
quotient is an even function of «. 

The following theorem summarizes the above results. 


THEOREM 6. Consider the stochastic process 1*(u) defined above, and 
suppose that its correlation function (85) exists. Let us suppose further that 
\f(u, x)| and [f(u, x)} are integrable for the values of x in consideration; in this 
case the. distribution function F(m) figuring in the Khintchine representation 
(89) of the correlation function R(x) is differentiable with respect to m and 


(101) VE (oye 


dH(x). 


The above mentioned spectral distribution G(m) defined for O=m< 
is composed of a jump having the magnitude m’ at the point »—O and 
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a continuous part whose density function is 


(102) G'(w) = 428 {|A(o, x) d(x). 


0 


REMARK. If f(u, x)=xf(u) and the Fourier transform of f(u) is 


(103) Noe = [fe du, 
further if , 
(104) M,= | x2 dH(x), 


Q 


then it follows that A(w, x)—=xA(m) and 
(105) G'(w) = 424 M,|A(o)|?; 
on the basis of (85) we have 


(106) RO) = fw Kundu 
where 
(107) . o' =AM,| [f(u)P du. 


§ 9. Examples 


‘In this chapter we shall discuss only the stationary process 7*(u) and 
we suppose f(u, y) = ye“ where the distribution function of 7 is H(x). We 
shall apply this process to the problems arising in the theory of particle | 
counting effected with the aid of electron multipliers. 

Let us denote by 4 the temporal density of the corpuscles arriving at 
the. cathode of the electron multiplier and by y the amplitudes of the signals 
produced by the individual particles. Now @—1/RC where RC is the time 
constant of the recording apparatus. If we denote by a the threshold voltage 
of the amplifier, then the apparent density of the events will be 


(108) i’ (a) =AK"(a). 
K*(a) can be determined with the help of its Fourier transform 


(109) I*(w) = fe? dK*(a) = [1—9(@)] ¥*(). 
Here ; . 2 
(110) ¢(o) = J e'#* dH(x) 


15 Acta Mathematica 
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and 

hee Z A ¢ 1—9g(mv 
(111) D*(w) = eer dG (x) = exp | ad Fae ay} : 


Knowing G*(x) and K*(a), the functions r*(f,a), m*(t,a) and #(a) may 
easily be determined with the aid of the formulae (34), (40) and (43), respec- 
tively. 
1. OBSERVATION PROBLEM. Let the random variable y possess an expo- 
nential distribution, i. e. let H(x)—=1—e “ with a positive constant u. Then 
1 


(112) g(o) = 


1—ipo 
whence 
a 
(113) P*(m) =(1—iuw) « 
and 
ok shy 
(114) ['(w)=(1—ivo) *—(1—ino) * 
Thus we have 
Bees 
2 
at 
(115) G*(x) —fe ee) Gy 
eats) 
(h4 
and 
4 
e*(4)" 
(116) KE(Q) sateen ny 
Plt] 
a 
whence 
a a 
Poyy A 
(117) Mm (fg 02) sects b ert lreecte 
ri+4) 
a 
t Pye Se Ue, 
(118) 1"(t, a) = ; Jey" dy 
ra} 
and 
fe) A 
| evy" dy 
(119) Ka) = a “——_— 
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For the quotient of the incomplete and complete gamma functions figuring 
here, tables can be found in K. PEaRSON’s book [13]. 


Now the apparent density of events in case the threshold voltage is a will be: 
er ear 
(120) 4 (a) = 4 


Here u denotes the mean value of the amplitudes of the signals. 
The maximum of the apparent density of events 4’(a) is situated at 
A P 
Onax = — Let 4/a 0.25 (for instance 210° sec’' and a= 4.10’ sec, i. e. 
RC=2,5.10 ° sec) and let us introduce a—zu. We can construct the follow- 


ing Table 1 showing the quotient 2’/A as a function of z. 


TABLE 1 
PPR Oe! Tg ST ome aces ee eae Pe we 
0,00 | 0,0000 || 0,50 | 0,5627 || 1,00 | 0,4059 || 1,50 | 0,2724 
0,05 | 0,4963 || 0,55 | 0,5482 || 1,05 | 0,3908 || 1,55 | 0,2613 
0,10 | 0,5614 || 0,60 | 0,5329 || 1,10 | 0,3761 || 1,60 | 0,2505 
0,15 | 0,5910 || 0,65 | 0,5171 || 1,15 | 0,3618 || 1,65 | 0,2401 
0,20 | 0,6041 || 0,70 | 0,5019 || 1,20 | 0,3478 || 1,70 | 0,2301 | 
0,25 | 0,6076 || 0,75 | 0,4850 || 1,25 | 0,3342 || 1,75 | 0,2205 
0,30 | 0,6049 || 0,80 | 0,4688 || 1,30 | 0,3211 || 1,80 | 0,2112 
0,35 | 0,5980 || 0,85 | 0,4528 || 1,35 | 0,3083 || 1,85 | 0,2023 
0,40 | 0,5881 || 0,90 | 0,4369 | 1,40 | 0,2959 || 1,90 | 0,1937 
0,45 0,95 | 0.4212 || 1,45 | 0,2840 || 1,95 | 0,1855 


0,5762 


2. PROBLEM OF COINCIDENCE. 


a) Chance coincidences. Let the distribution function of y again be 


H(x)=1—e “. Let us now count two corpuscle processes arriving with a 
density 4, by means of two similar electron multipliers. Then, with a threshold 
voltage of a, the apparent density of coincidences results from (120) by replac- 
ing 4 in this formula by 22: 


24 


(121) Ai(a) = 2he Bo Ray at 
. ri +24) 


. 2A : ' 
The maximum of this is situated at max == Let again 4/e@ =-0,25 as in 
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the preceding example, and let z—a/u. In this case Table 2 shows the 
quotient 4/2 as a function of z. 


TABLE 2 
z | Arla | z | Ail z | Ald z | Ald z Aid 
ag ae te iat 2M ; 
0,000 | 0,0000 || 0,05 | 0,4800 || 0,55 | 0,9656 || 1,05 | 0,8092 || 1,55 | 0,5963 
0,001 | 0,0713 || 0.10 | 0,6457 || 0,60 | 0,9594 |} 1,10 | 0,7879 || 1,60 | 0.5763 
0,002 | 0,1007 || 0,15 | 0.7523 || 0,65 | 0,9498 || 1,15 | 0,7663 || 1,65 | 0,5567 
0,003 | 0.1232 || 0,20 | 0,8263 || 0,70 | 0.9376 |\ 1,20 | 0,7446 || 1,70 | 0.5375 
0,004 | 0,1422 || 0,25 | 0,8788 || 0,75 | 0,9232 || 1,25 | u,7229 || 1,75 | 0,5188 
0,005 | 0.1588 |! 030 | 0,9157 || 080 | 0,9070 || 1,30 | 0,7013 || 1,80 | 0,5005 
0,010 | 0,2234 || 0,35 | 0,9408 || 0,85 | 0,8893 || 1,35 | 0,6798 || 1,85 | 0,4826 
0,020 | 0,3128 || 0,40 | 0,9567 || 0,90 | 08704 || 1,40 | 0, 190 | 0,4653 
6,030 | 0,3793 || 0.45 | 0.9653 || 0,95 | 0.8507 || 1,45 | 06374 || 1,95 | 9.4484 
0,040 | 0,4337 || 0,50 | 0,9679 || 1,00 | 0,8302 || 1:50 | 0.6176 || 2.00 | 0,4319 


b) Artificial coincidences. The preceding result was obtained under the 
hypothesis that the corpuscles arriving at the cathodes of the electron multi- 
pliers are mutually independent. Now let us suppose that a complete con- 
nection exists between the two processes; i. e. the corpuscles incident on 
the cathodes of both electron multipliers are arriving exactly simultaneously.- 
The question arises in this case of which value the density of apparent coin- 
cidences will be. These two processes can be reduced to a single process, 
in which the density of events is 2 and the distribution function A(x) of the 
amplitudes of the signals represent the composition of the former exponential 
distribution with itself, i. e 


= 


~— Uda x) -= 
122 H(x —| Ne rae ac =f) 2] os 
(122) (x) , : uiu ar f 
Now 
(123) 9 (w)=(1—ina)* 
and 
| 
asi A pee 2 im@ 
124) log #*(m) = —— | ——*\— icine He 
( ) g (w) dv= IIx —log a ima)), 
i. @. 
wt ay 
inhw A vat a re ra 
125 *(o)=(1—i “6 g.6) Tt om ge WAG) [te 
ee (o)=(1—inw) *e% his Fe | = 
an 
Sere 
woe Md 4) 
a 


j= ! 


(126) F(a) = He > say i as (Pere +541 oh (get Fa 
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whence 
oe *(4} ; (2) 
(127) G(x)= > ik few <0. __ay 
=0 
é  rli+4} * 
a 
and 
A j a aa a Lire 
Lely” oy 
1 eS ee ae ee #, 
128) aa) =— 2 —, + ) 
(Fer) ele s2i) 


Se hir=(3) Sarerery 


0 


a) saz) _atta(2 A : 


(130) ieee er i ot 
hey We 


If 4/a —n is an integer, the calctilation of A*(a) can be reduced to the deter- 
mination of the distribution function of the difference of a eel Gt random 
variables representing a Poisson distribution, namely, 


we may write 


(131) K*(a) =PG—&=2)+PE—h=2+1) 
where . : 
an 
(132) P&=H=—j,— = 0,1, 2...) 
and 
& 
(133) P&=h=* a (F0;1,2:4.). 
For Poisson distributions a good table can be found in E. C. MOLINa’s 
book [12]. 
In this case the apparent density of the coincidences will be 
(134) Ai’ (a) = 4K" (a) 


where K*(a) is given by (130). Let again, as formerly, 4/¢ = 0, 25 and z= a/u; 
then we have the following table: 
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TABLE 3 
Cee Re eee en  ————eEeEeEeEeEeEeEeEeE=EeeEeEeEeEeEEeee 
z Ala z | Miya he aya z Avia z artla 
0,000 | 0,0000 || 0,05 | 0,4059 || 0,55 | 0,6749 || 1,05 | 0,6588 || 1,55 | 0,5707 
0,001 | 01528 |] 0,10 | 0,4814 || 0,60] 0,6793 || 1,10} 0,6520 || 1,60 | 0,5603 
0,002 | 0.1817 || 0,15! 0,5303 |} 0,65 | 0,6820 || 1,15 | 0,6446 || 1,65 | 0,5497 
0,003 | 0.2011 || 0,2) | 0,5664 |} 0,70 | 0,6831 |] 1,20 | 0,6367 || 1,70 | 0,5391 
0,004 | 0.2161 || 0,25} 0.5944 || 0,75 | 0,6828 || 1,25 0,6283 || 1,75 | 0,5284 
0,005 | 0,2285 || 0,30 | -0,6167 || 0,80 | 0,6813 || 1,30! 0,6194 || 1,80 | 0,5176 
0,010 | 0,2717 || 0,35 | 06345 || 0,85 | 0,6786 || 1,35 | 0,6102 || 1,85 | 0,5068 
0,020 | 0,3231 || 0,40 | 0,6487 || 0,90 | 0,6750 || 1,40} 0,6007 || 1,90 | 0,4960 
0,030 | 073575 || 0.45 | 0,6599 || 095 | 0.6704 || 1:45 | 0,5909 || 1:95 | 0,4852 
0,040 | 0, | 0,50 | 0,6685 || 1,00 | 0,6650 || 1,50} 0,5809 || 2,00| 0,4744 


Fig. 1 shows the values of 4/2, ai’/A and (aA,—Ax’)/A as functions of 
z= a/«. It is desired to investigate the question whether or not there is any 
connection between the times of arrival of the corpuscles incident -on the 
cathodes of two electron multipliers. It has been shown, that, in the ‘case 
of independence, the apparent density of chance coincidences is Aj (a); and 
in the case of complete connection, however, 4;’(a). It will be advisable to 
select ain such’ a manner as to ensure that |4;’(a)—Ai(a)| should be a 
maximum. 


Xp -AIZA 


400 


125 2,00 
Fig. 1 


3. PROBLEM OF OBSERVATION. Let H(x) be a gamma distribution belong- 


ing to the index n, that is, equal to the n-fold composition of the expo- 
rential distribution 1—e-*/ with itself, 


———— 


E aie EE i 
(135) Hoy (eRe BL My ojos ele 
| ergo a 
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We conclude 
(136) g(o) = (1—iuw)" 
and ; 
1 
log B*() — — 4 i PALO, 
(137) ‘ft " 
~—+lio (l—iuw)+ 5 s( cas | 
a@| 8 ' Am) Cine) 
Sa a (x ] EAT ho 1 144 
ON tid Ce SS 8 eal Se) 
(l—iua)* a mais 
where 
1 A VytVot 1. 4+Vn-1 
(139) = ‘+ wy t2ret... +(ntl)jy, j=1 V,! Vy! ‘in, Vni! E 
In this case 
Ses 
ne Te 
fos) y 
‘ald Gie=">'c, 2 es ares 
=O 
moreover 
: ou Ste eed Fit p iy oe 
P(e) =[1-¢(o)] B* (0) =— eee ele T (—iwoy |e ) 
a 
(141) A © ie 
yoy Ou sie (ub 1 4 
Lik, Pd ee 
with r-1 
(142) Be De C.. 


Here C; is defined for /=0 by (139), while for /<0O we put C;—0. Thus 
we obtain 


A @ é 
-—(n-1) wo 

(143) ~ K*(a@=e * ae et — 
‘a r(é+r] 

a 

In the calculation of G*(x) and A*(a) a good assistance is given: by 
the table of PEARSON [13]. In case A/a is an integer, the calculation of these 
series can be carried out with the aid of a table concerning Poisson distri- 
butions. 
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For the coincidence problem discussed in connection with the preced- 
ing example it is possible in the case of a complete corinection (artificial 
coincidences) to utilize the formulae as above, as the composition of two 
gamma distributions is again 4 gamma distribution. 


4. THE HARMONIC ANALYSIS OF THE PROCESS 7;*(u). Let the distribution 
function H(x) be arbitrary, but let its first andsecond moments M, and Mg 
be finite. If f(u, x) —=xe*" when u=O and otherwise f(u,x)=0, we have 
on account of (85) 

(144) R(t) =e, 
independently of the distribution function H(x). 

The spectral distribution G(w) possesses at the point =O a jump 
of size m’—= M?/e’, is differentiable for 0<m<oe and its differential quo- 
tient is 


| ; 24 M. 
(145) Go) =a 
since 
146 A(o) = | e-erimqy — 1 _! 
gh) \?) tthe I~ On @+io’ 
0 
Appendix* 


Let us consider the random function 
nu) = 2S flu—an, me) 
Sup iu 


defined earlier by (3). In what follows we give a new proof of the deter- 
mination of the distribution function G(u, x) = P(7(u) =x). We use only one 
elementary property of the Poisson processes. 

Concerning the underlying Poisson process we suppose only, more gene- 
rally than before, that 4(u), the expected number of events occurring in the 
time interval (0,u), is a non-decreasing function of u. Then the probability 
of exactly n events occurring in the time interval (0, z) will be given by 


P(w—t—£— 4 @o,1,2,..) 


where the random variable 7, denotes the number of events occurring in the 
time interval (0, uw). 


* Received 15 February 1953. 
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Next we shall determine 
Bu, )= | ed, G(u, x), 


the characteristic function of the variable n(u). Then the distribution function 
G(u,x) can be determined uniquely by its characteristic function. 


THEOREM. /f f(u, x) is a real valued function, measurable in both varia- 
bles, and 


9(2, 0) = i ef @ =) H(x), 
tnen 
P(u, w) = exp | —|0—9t —Z, o)| d A(z) ; 


PROOF. Our proof is based on the following 


LEMMA. Suppose in the Poisson process mentioned above there occur 
exactly n events in the time interval (0,u); then the moments of occurrence 
of the n events may be considered as a distribution of n independent random 
points in the time interval (0, u) where the probability that a point lies in the 
interval (0,x) (O=x=u) is A(x)/A(u). 

Let the random variable 7, be the number of the events in the Poisson 
process occurring in the time interval (0,uw) and O=§,=55---=6,5 °°: 
the moments of the consecutive events. Then it is sufficient to show for the 
values OS x%,=%),5::-=%X,::- the validity of the following formula: 


PE, = Mt ee, Xe, ae =) E, = Xn| Qu =n) = 


n' | Ao]: Aes Ae | Aes AG | 
init ind Al Jnl LAG) A(u) AW nt 
where the summation is extended over those values of / for which 
AZ VAth=2,..,hthte tia Za—1 and Ath tha. 
Indeed, the right-hand side gives the joint distribution function of the coor- 
dinates rearranged in increasing order of magnitude of n independent points 
distributed in the time interval (0, w) according to the mentioned law, i. e. 
the distribution function of the 2 random variables (&, 2, ..., 5n). 

By the definition of the conditional probability we obtain 
Pieresty, & S X05 +, Se S Xe Tu =) 

P(E, S X,, & Sm, «2-5 En S Xnl Nu = 2) = Pin =f) 


Now 
PGS; 2.) Soe 


i (A(x) — A(x) [A — A (Xn) 
fe ena oe 5 no ee (x) oe a 
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where the summation must be extended over the values /; = 1, fi tj = 2,..., 
Athos bina 2a and f,tftes+ tina. The right-hand side of 
this equation agrees with the probability that in the Poisson process 
jis Joy «++)Jny 0 events occur in the’intervals (0, x1), (X1, X2), «++, (Xn-1) Xn), (Xn, U) 
where the admissible values of / are defined by the preceding inequalities. 
Furthermore we have ; 
P( nen =e) ee , 
and thus our lemma is proved. 
Now we begin the proof the theorem. First we determine the charac- 
teristic function of the value of the amplitude of a random signal in the 
moment uw (the signal started from a random point in the interval (0, wv) 


having the distribution law 4(x)/4(u)). If we know the signal started in the 
moment z, then, by this condition, we have the characteristic function 


@ 


g(u—zZ, w) = [ (capat hai del bo {89 


Since the distribution function of z is 4(z)/A(u), therefore, using the theorem 
on conditional expected values, we get for the characteristic function of the 
u-moment value of the amplitude of a signal started by a random point 


wn(0) = ex | luz, «)d AC). 


If n events occur in the interval (0,w), then, by our lemma, the sum of the 
values of the signals in the moment u equals the sums of a independent 
random variables, each of them having the characteristic function w.(@). 
Therefore, the characteristic function of the sum is [y.(@)]". 

The probability of the occurrence of n events is given by formula 
P(j. =n); consequently, 


This completes the proof. 


Finally, | would express my best thanks to Prof. A. RENyI for his valu- 
able remarks. 
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O CTOXACTHYECKMX TMPOLIECCAX, MOPOKJAEMbIX TIPOLIECCOM 
MIYACCOHA, UW OB UX MPAMEHEHWAX B ®U3NKE 


Ji. TAKAY (Bynanewt) 


(Pe3W Mme) 


B wacToawed pa6oTre paccMaTpHBaloTCcA CAy4anHbIe BEAMYHHI THNOB 


1O= De Stites te) 


PO= D _ ft—te, x0), 

-a<t,=t 
roe f(u, x) ecTb HeEKOTOpad dbyHKUMA ABYX MePeMeHHBIX, PaBHaA HyMO ANA OTPHUATEIbHBIX 
3Ha4eHH U, MOMEHTHI BpemenH {¢,} ABAAIOTCA MOMCHTAMM HaCTynneHHA COOBITHA B Npo- 
uecce Myaccowa c nmnoTHOcTbio co6nITHH 4(u) (—oco <u < oo), napameTphl «Ke {7,} CYTb 
OfHHAKOBO pacnpeseseHHBle cny4anubie BeJIH4HHBI. 

Mpoueccst Takoro poga BCTPeyaloTca B H3HKe B TEOPHH CYETUMKOB MH NpH HCCHEAO- 
BaHHH KOeOaHHH AHOMHOTO TOKa SNeCKTPOHHBIX aMM. 

B nepsoii yacru paGorsl uccnenyetca cneunanbHBih cnyyan f(u, x)= xe ““, urpato- 
LUKH BaxKHy!O POAb B TEOPHH C4eTHHKOB. B 3TOM Cayyae CTOXaCTH4eCKHH npowecc 7 (ft) eCTb 
T. H. QMCKPeTHBIH MaPKOBCKHH Npouecc, AONycKatomM, nO Teopwn B. Dennepa, uccne- 
JOBaHHe C NOMOLIbIO HHTeErpO-jndpepeHunaNbHOrO ypaBHeHHA. 

Bo sropoH uacTru pa6oTh BegeTca HCCHefOBaHHe CNY4aAd MpPOHSBONBHOK dyHKUHH 
S(u, x). Brot cnyyah HMeeT BaXKHOCTB B CBABH C MpOOneEMOH ONHCAaHHA KONeOaHHH aHOA- 
HOrO TOKa 3eKTPOHHBIX Namn. B atom OGuleM Cay4ae Mpouecc 7(f) yKe He ABAAeTCA Npo- 
WeCCOM MAaPKOBCKOrO THMa, OfHAKO MOXKHO H3 HerO CheaTb a HTHBHBIM MAaPKOBCKHH 
TIpouecc, MpoussoyqA HCCHeAOBaHHe MpH OOpaTHO HanpaBneHHOH OCH f. OTHM NPHeEMOM 
HCCAeAOBaHHe =Mpouecca n(t) nO cyuleCcTBy MpHBOAHTCA K CYMMMPOBaHHIO He3aBHCMMBIX 
CAy4aiHbIX BeAMYUMH. 

B pa6ore pa o60nx Cnyyaes HCCAe_OBaHbI pacnpenenesHA H Npepenvuble pacnpepe- 
eHKA CaydaHHBIxX BenH4HH 7(t) WH 7* (1); BLIYHCAMIOTCA TAKE HEKOTOPbIe BEPOATHOCTH Nepe- 
xona. fina OfHOpopHoro cayyaa A(u)=A npwBoAHTCA rapMOHH4ecKHA aHanKs npo- 
uecca 7*(f). 

Nony4enubie pesyAbTaTbI MPHMeHAIOTCA K PeWeHHHO MpoOONeM, CBABAHHBIX C COBNa- 
ACHHAMH NpH ynOTpeOeHHH BAeEKTPOHHOTO YMHOKUTeENA B KAYeCTBE CueTUHKA. 

Hakone, B NPHIOKEHHH HBNAraeTCA MeTOA, WaOUK PeweHHe NpOSreMBI O pacnpe- 
nenennn 7(t) IpHMeHeHHeM NpOCTOA TeopeMbI O npoweccax MMyaccona. 


IIA 


UBER DIE CESAROSCHE SUMMIERBARKEIT 
DER ORTHOGONALEN POLYNOMREIHEN. IL. 
Von 


KAROLY TANDORI (Szeged) 
(Vorgelegt von G. Avexits) 


Einleitung 


In einer friiheren Arbeit' habe ich mich. m#t der (C,1)- und H,-Summier- 
barkeit? der Entwicklungen von L?-integrierbaren Funktionen nach orthogo- 
nalen Polynomen beschéftigt. In dieser Arbeit gebe ich gewisse Verallge- 
meinerungen meiner damaligen Resultate, indem ich nun fir orthogonale 


Polynomreihen das Analogon des allgemeinen starken Summationssatzes von | 
G. H. Harpy und J. E. LirrLewoop’ beweise. Unter gewissen Annahmen fiir 


das orthogonale Polynomsystem gelingt es dadurch die H,- und-(C,r>0)- 
Summierbarkeit der Entwicklungen L’(p > 1)-integrierbarer Funktionen nach- 
zuweisen. Ich beweise weiterhifXauch einen Satz beztiglich der (C, r>0)- 
Summierbarkeit von orthogonalen Polynomreihen L-integrierbarer Funktionen. 


In Gegensatz zu der vorangehenden Arbeit betrachte ich jetzt orthonormierte: 


Polynomsysteme relativ zu einer allgemeinen Verteilung da(x); ist a(x) abso- 
lut stetig, so ist das Polynomsystem beziiglich der Gewichtsfunktion w(x) = e@’ (x) 


orthonormiert. — 


1K. Tanvori, Uber die Cesarosche Summierbarkeit der orthogonalen Polyriomreihen, 
Acta Math. Acad. Sci. Hung., 3 (1952), S. 73—82. 


@ 
2 Eine Reihe > u,, heiBt Ho-summierbar, oder stark summierbar o-ter Ordnung zu 
v=—0 
dem Werte S, wenn 


n 
A 1 o ) 
lim s,—S|7 =0 
n> @ n+1 2, uv | 
ist, wo s, =u) + u,+--:+ 4, die »-te Partialsumme der Reihe bezeichnet. 
3 G. H. Harpy—J. E. Litttewoop, Notes on the theory of series (IV): On the strong 
summability of Fourier-series, Proceedings of the London Math, Society, 26 (1927), S. 


273—286. 


oo 
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Bekanntlich ist die Frage der (C,r>0)-Summation der allgemeinen 
orthogonalen Polynomreihen durch jenen Umstand erschwert, daB keine, der 
Christoffel-Darbouxschen Formel 4hnliche, geschlossene Darstellung fiir die 
Kernfunktionen der (C, r>0)-Summation bekannt ist. Das Interessante in der 
nachfolgenden Behandlung besteht darin, daB man blo aus der Struktur der 
Kernfunktion der Partialsummen auf die starke Summierbarkeit, und daraus 
- auf die (C,r > 0)-Summierbarkeit schlieBen kann. 


§ 1. Bezeichnungen ; 


Es sei @(x) eine im endlichen Grundintervall [a, 6] definierte, nicht 
abnehmende, beschrankte Funktion mit unendlichvielen Zuwachspunkten. 
Bezeichne {p,(x)} das zur Verteilung da(x) gehdrende orthonormierte Poly- 
nomsystem, wo p,(x) ein Polynom genau a-ten Grades mit positivem Haupt- 
koeffizient ist; fiir diese Polynome besteht also die Relation 


0 (m= n), 


1 (m=n), 


| Pm (x) pa(x)dee(x) = 


wo das Integral im Lebesgue-Stieltjesschen Sinne zu verstehen ist. Es wird 
im folgenden die Menge der Funktionen, fiir welche 


| if@|?de(x)< 


ist, mit L2[a, b], oder wenn kein Mifverstandnis zu befiirchten ist, mit L2 
bezeichnet. 


Ist f(x) € Lafa, 6], so existiert die Entwicklung von f(x) nach dem 
System {p,(x)}: 
Hx) ~ > coPr(2), 


wo 


c= Jf()pOda(t) (¥=0,1,...) 


den v-ten verallgemeinerten Fourierkoeffizient von f(x) bedeutet. Wir bezeich- 


nen die n-te Partialsumme dieser Entwicklung mit Si(f;x) und ihr n-tes 
(C, r)-Mittel mit on(f; x): 


n 


WFi9= Depo) fin—L > A scoped, 


As v=0 


wo 


(1) A (a (1,2, 0) 
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ist. Es gelten die nachstehenden Formeln: 


(2) SF; x)—F(x) = | [O—f()] K(x, t) de(2), 
Q) OF NSO) => SACS (s6(Fs2)—M0)}, 
(4) OF; )—F (x) =| O—F()] Kix, t) da(t), 
wo 

(5) K,(x, )) = 2, Di (Xx) px(t) 

die Kernfunktion der v-ten Partialsumme und 

6) K(x, N= SAK t) 


die zu der (C,r)-Summation gehérende n-te Kernfunktion ist. Das Integral 
b 


LO (x) =| |Ki(x, t)| de(t) 


heift die n-te Lebesguesche Funktion der (C, r)-Summation. 
Im folgenden werden wir die bekannte Christoffel-Darbouxsche Formel 
K,(x, t) =, Pysi(t) Py (X)— pr (t) Prat (x) (Y»=O(1)) 


t—x 
verwenden. 


§ 2. Hilfssatze 
Aus f(x) € L”[a, 6] folgt bekanntlich, dab 


h 


Jif + )—FO)/?ax =o(h)! 
0 
in [a, 6] fast wiberall gilt. Eine ahnliche Behauptung gilt auch im Fall eines 


Lebesgue-Stieltjesschen Integrals. 
HILFSSATzZ 1. Es sei E&[a, 6] die Menge der Punkte x, in welchen a’ (x) 


existiert und endlich ist. Ist f(x) € Li[a, 6] (p = 1), so gilt auf der Menge E 
a-fast tiberall’ 


() Fife: Fen de’x +) —0(h). 


4 S.z. B. A. Zyamunp, Trigonometrical series (Warszava-—Lwow, 1935), S. 237-238. 
5 Die Ausdriicke ,a-fast -iiberall“, ,vom «-MaBe Nuil* und »a-meBbar* sind die 
Abkiirzungen der Ausdriicke: fast iiberall beziiglich des MaBes a, usw. Die Ausdriicke 
fast iiberall“, ,vom Ma® Null“ werden im Fall des gewohnlichen Lebesgueschen Mages 
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Ist in einem Interval [c, d|S[a, 6] fast iiberall a’(x)>0, so ist (7) in [c, d] 
fast tiberall erfiillt. 
Fiir F(x) € La[a, 6] besteht im Intervall [a, 6] @-fast tiberall® 


h 


1 f | 
ee Ee bv) dX 0) = F(X). 
lin “ee Af 0) =O) sme ae ae 
Daraus folgt, daB die Menge £, der Punkte x € E, in welchen fiir irgendeine 
rationale Zahl uw die Relation : 


: 1 
MN (xe he OV 


nicht erfiillt wird, oder f(x) nicht endlich ist, oder aber die Ungleichung 
a(x—n) < a(x)<a(x+7n) (yn >0) nicht besteht, eine Menge vom a-Mabe 
Null ist. Es bleibt zu zeigen, daB (7) fiir x¢ E—E, giiltig ist. 

Nehmen wir x € E—E, an und sei « eine beliebige positive Zahl. Wahlen 
wir die rationale Zahl u derart, dafi 


(9) If(x)—ulh <é 


sei. Durch Anwendung der Ungleichung eran per {|z,/?+|zo|?} erhalten 
wir die Ungleichung 


(8) aaecoy J et al dete + ») =f) a) 


" f e+ )—0)?' de(x+0)= 


p-l 
< 2 


| fie +2) ul dee + 0) + ff) —u)Pada(e +») = 
\a(xth+0 ; 
(x aaa a(x) ate pelle v)—u|?dea(x ty 


2H Oe =#0) Hu 


Da e@(x) im Pate x ee ist, “eit sich auf Grund von (8) und 
(9) die Abschatzung . 


ey hae 


—— 1 
iim 5 f If + v) (3) "da (x + 0) <2 a (x)e, 
¥ , 
Damit ist der erste Teil des Hilfssatzes 1 bewiesen. 


6 S. z. B. F. Riesz, Sur les fonctions des transformations hermitiennes dans l’espace 
de Hilbert. Acta Sci. Math., Szeged, 7(1934—35), S. 147—159. 
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Der zweite Teil geht daraus hervor, daB die Menge, auf welcher a(x) keine 
endliche Ableitung hat, vom Mafe Null ist, wenn ferner im Intervall [c, d] 
fast iiberall «’(x)>0 gilt, so ist eine Teilmenge vom «-Mafe Null des Inter- 
valls [c,d] auch im Lebesgueschen Sinne vom Mafe Null.” 

Der zweite Hilfssatz. ist eine lokalisierte Form des Satzes von F.. RIESZ 
tiber die Koeffizienten der orthogonalen Reihenentwicklungen in L?.* 


HILFSSATZ 2. Es sei {pn(x)} (n= 0, 1,...) ein im Grundintervall [a, 6} be- 
ziiglich der Verteilung da(x) orthonormiertes Funktionssystem und \,(x)|=M 
(n=0, 1,...) in einem Teilintervall [c,d] von [a, 6}. ‘st die Funktion f(x) 
auferhalb [c,d] gleich 0 und 


a 
Jif@Pde@<~ (I< p=2), 
so gilt die Ungleichung 
1 a 1 
Cl te a } ? 
) Siet't =a * } fizeoracca”, 


. 


t 


8 | 1 
mit —-+— = 1 und 
pq 


fin J (x) G(x) da(x) (v2. 0-1:5..). 


Der Beweis dieses Hilfssatzes ergibt sich aus dem Konvexizitatssatz 
von M. Riesz auf bekannter Weise.’ 

Spater wird der folgende reihentheoretische Satz zur Anwendung kom- 
men: 


Hitrssatz 3. Es sei {s,} eine beliebige Zahlenfolge. Besteht fiir jedes 


positive o die Beziehung 


| ies as ane et 
(10) lim Ft eye S =O 
a) gilt fiir jedes Zahlenpaar r>0, s>0 
f ] n 
(11) Lr At \ se S| = 0. 


Sind s, und S von einem Parameter abhingig und ist (10) gleichmdpig er- 
fiillt, so besteht auch (11) gleichmdfig. 


1S. z. B. B. Sz.-Nacy, Uber die Konvergenz von Reihen orthogonaler Polynome, 
Math. Nachrichten, 4 (1950-51), S. 50—55. 

8S. z. B. A. Zyamunp, a. a. O., S. 190. 

9S. z. B. A. Zyamunp, a. a. O., S. 197—201. 
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Es ist klar, daB es den Hilfssatz nur fiir den Fall s=1 zu beweisen 
geniigt. Sei alsdann r eine beliebige positive Zahl (r<1) und wéahlen wir 
den Exponenten o so, daB die Ungleichung 


(12) o'(r—1) >—1 (t+ 4 ia 


erfiillt wird. Aus der Hélderschen Ungleichung ergibt sich dann die Abschat- 
zung 


1 
| : or 
ee Nase! " 
A’, By An-r|Se— 3 PCs et Sis S| | { 


Nach der asymptotischen Formel (1) ist 
LL 2. 


r-1 \ o'(r- bi \ 
alate | =0( fae Br 
auf Grund von ae ergibt sich 
4 4 1 
v yo’ (r-1) o't-o *|— “eeepc 
+e =! O| a n ~ (n+1) 1 


und somit erhalten wir die Abschatzung 


1 


| 
, 


woraus (11) folgt. Damit ist der Hilfssatz 3 bewiesen, da unsere Behauptung 
beztiglich der Gleichmafigkeit in diesem Beweis offenbar enthalten ist. 


race Wie. : 
oS $|= ol) ahi ayes 


An v0 


§ 3. Starke Summation orthogonaler Polynomreihen 


Das Analogon fiir orthogonale Polynomreihen des in der Einleitung 
erwdhnten Hardy-Littlewoodschen starken Summationssatzes ist der folgende 


Satz I. a) Das Polynomsystem {p,(x)} sei im Intervall [c, d]Sf{a, 6] 
gleichmapig beschriinkt. Ist 


(13) F(x)€ Lilac], f(x)ELE[e,, di] (1< pS2), f(X)ELd,, 0] 

(eScj<djSa), . 
so gilt fiir ein beliebiges adi: 0 auf der Menge Ef\{c, d| e@-fast iiberall 
(14) tim aw | Sef; x) —F(x)|" = 0, 


wo E die Menge der Punkte von [a,b] bezeichnet, in welchen « ‘(x) existiert 


und endlich ist. Ist in [c,d] fast iiberall @'(x)>0, so gilt (14) in [c,d] fast 
iiberall. 
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Genauer : (14) besteht in jedem Punkte x€(c, da), wo 


: h 
a) [if 4) FC) )"delx + 2) = o(t) 
v0 
erfiillt ist. Ist c—a bzw. d=b, so besteht (13) auch in den Punkten xa 
bzw. x= 6, wenn nur 
: h 
(16) J fa +A)—f(a)|de(a +-v) = o(h) 


0 
bzw. 


h : 
| |fO—)—F(6)|" dee (6—v) = o(h) 
gilt. P 

b) Nehmen wir an, dap die Polynome im Intervall [c, d] gleichmapig 
beschrdnkt sind und a(x) im Intervall [c,, d,] eine Lipschitz-Bedingung erster 
Ordnung befriedigt."” Geniigt f(x) der Bedingung (13), so ist (14) in jedem 
Stetigkeitspunkte x€(c,,d,) von f(x) erfiillt. Ist f(x) im ganzen Intervall (c,, d,) 
stetig, so besteht (14) in jedem Teilintervall [c,+06,d,—0] (6>0) gleich- 
mapig. 

Eine einfache Folgerung des Satzes I ist folgendes: 

Ist das Polynomsystem in jedem inneren Teilintervall von [a, 6] gleich- 
mdpig beschraénkt und gilt fiir ein positives n 

f(x) €Lala,a+n], f(x) Lela tn, b—1] (1<p), f(x)€Lalb—1, 4), 
so ist (14) auf der Menge E «a-fast tiberall erfiillt; gilt in [a, 6] fast iiberall 
a’ (x)>0, so ist (14) in [a, 6] fast tiberall erfiillt. 

Wenn die Polynome in jedem inneren Teilintervali gleichmapig beschrankt 
sind und a(x) in jedem inneren Teilintervall eine Lipschitz-Bedinguag erster 
Ordnung befriedigt, so ist (14) fiir jede stetige Funktion in jedem inneren 
Teilintervall von {a, 6] gleichmdfig erfiillt. 

Es sei noch der folgende Spezialfall des Satzes | bésonders erwahnt: 

Ist das Polynomsystem in dem ganzen Grundintervall [a, b] gleichmapig 
beschrinkt und f(x)€Li{a, 6] (p>1), so ist (14) auf der Menge iE «fast 
liberal erfiillt, und wenn in [a,b] fast iiberall «’(x)>O0 gilt, so ist (14) in 
[a, b] fast iiberall erfiillt. 

Zum Beweise des Satzes I bemerken wir, dai im Falle oo’ die Un- 
gleichung 


! uu 
(1 Sicyg—rorl sj Sisio—rert 
} Nn ob 1 vaQ . Z ra n 4. 1 yo \ 
1 Ist a(x) absolut stetig, so ist die Gewichtsfunktion in dem Interval! fc;,a,) we- 
sentlich beschrankt. 


16* 
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gilt, daher geniigt es (14) fiir beliebig groBe Exponenten a’ nachzuweisen. 
Wahlen wir 0’ so groB, daB der zugehdrige konjugierte Exponent p’ nicht 
gréfer als p wird, so folgt f(x)€Li aus der Annahme (13). : 

Sei nun x€(c,d) ein Punkt, in welchem (15) gilt, und wdahlen wit n so 


1 l ; 
grok, daB die Ungleichungen CBX Cte nary = d erfiillt werden. Im Fall 


O0=v<n schreiben wir die Differenz s,(f;x)—/(x) laut (2) in folgender 


Form auf: 
1 1 


: a, a b 


fi—Ke=(]+ f ir Jiroch +]] (M(t) fC) K(x, Nde(t) = 


= > If) (x). 
i] 


Durch Anwendung der Minkowskischen Ungleichung ergibt sich daraus die 
Abschatzung 


1 
lo’ 


1 
5 { n jo" 5 
1 (n) “| beatin (r) 
=D lari ert —2sP@. 


v=0 es | 


an jy SisGs9)—se0"" 


Wegen der Beschranktheit der Polynome und der Formel (5) erhalten wir 


MC—=| | YO-PO1AGs Nde()|— OM) | )—S0)|det) = 
is)ae i oe 


n 


= O(n)} | fx+)—f@|de(xt+o)+ [If———fO)|de(x—rl, 
0 } 


0 

bei festem v gilt also lim J3'}(x)=0, d. h. S3”(x)=0(1). 
Wir zeigen nun, daf S{"(x)=o(1) und S{"(x)=o0(1) ist. Aus der 

Christoffel;Darbouxschen Formel ergibt sich namlich die Beziehung 


U0) =| | FOP) K(x, Nida) |= 
(19) ¢ 


= 0(1)| po) [FO=L ps(.de()— Drala) [LO=LO pytpdea)|- 


Wegen der gleichmafigen Beschranktheit der Polynome ist 
(20) (x) |= O(1) (| 741 )| + 71), 
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wo 7,(x) der v-te verallgemeinerte Fourierkoeffizient der Funktion 
| FO—f@) 
20 =) t—x 
0 (c<tsb) 
bedeutet. Nach (13) ist g.(t)€L%, daher lim Yr(x)=0. Hieraus folgt 
S{”(x) =0(1). Auf derselben Weise ergibt sich auch S£(x) = 0(1). 
Wir haben noch nachzuweisen, daf auch die Beziehungen S3")(x) = o(1) 


und Si” (x) = 0(1) bestehen. Mit Hilfe der Christoffel-Darbouxschen Formel 
erhalten wir die Abschatzung 


(Qt), 


1 
a= 


SC) =| | VO-F@I1KG: Ddeo|= 


1 1 


= 0(1)| 0) { OF p,.. (de) —pene | LO=F p, acco. 


Wegen der gleichmafigen Beschranktheit der Polynome ergibt sich also die 
Abschatzung : 
(21) ['>()| = OC) (xr @)| +142), 
wo x(x) den v-ten verallgemeinerten Fourierkoeffizienten der Funktion 
1 

f—fe) [cst=x—t}, 
ROW = t—x : i 
0 [t¥<o oder ar Gi) 
. bedeutet. Nach (21) ist ; 

[Br ” =OU) lee!” + lar’ GOI, 

mithin gilt 


T 1 


n 1 = n ae 1 (n) gh 
SP@—j| TSM =O |e Ror - 


Da die Polynome in dem Intervall [c, d] gleichmabig beechiankt ind, ferner 
hY(t) auBerhalb des Intervalls [c,d] gleich Null ist und Ay (t)€ La[c, d] gilt, 
kann der Hilfssatz 2 angewendet werden. Daraus folgt die Abschatzung 

; 1 


ates 1 


et a 7] f |= ‘ae (" 
(n+1)"°- 


. f aes oe eens 


(22) 
ah a) cae Te th 
(n+ 1)” ° 


n 
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Da nach Annahme (15) im Punkte x erfiillt ist, gilt auch die Relation 


A 
@.(h) = | |f(x—) —f(x) |” de(x—v) = o(h) 
0 
’ und damit erhalten wir die Abschatzung 


ie eel 


n 


_ OA(x—c i O)es » ?. | 
(23) 7 (x—c)” 


= 0(n?-') + Joe »’) dv=o(n"").™" 


Nach (22) folgt daraus S,"(x)=o(1) und auf derselben Weise auch 
Ss"(x) =0(1); die Beziehung (14) besteht also im Punkte x. Da (15) nach 
dem Hilfssatz 1 auf der Menge En{[c,d] @-fast tiberall bzw. fiir @’(x)>0O in 
[c, d] fast tiberall erfiillt ist, haben wir damit den Teil a) des Satzes | vollstandig 
bewiesen. Die Behauptung beziiglich der starken Summierbarkeit in den 
Endpunkten des Grundintervalls bedarf nach dem Vorangehenden keinen 
eingehenden Beweis, es sei nur bemerkt, daB man z.B. im Falle xa aus 
der Zerlegung 


1 
a 


sf; )—F(x) =( J n j + j | OFC K(x, t) de(t) 
i ute 
ausgehen mub. 

Der Teil b) des Satzes | kann Ahnlich bewiesen werden. Ist f(x) im — 
Punkte x € (c,,d,) stetig, so ist (15) wegen unserer Anhahme iiber a(x) im 
Punkte x erfiillt, folglich besteht (14) gema®B des vorangehenden Beweises. 

Ist f(x) im ganzen Intervall (c,,d,) stetig, so ist (15) in einem beliebigen 
Intervall [c,-+-0, d, —0] (0 > 0) gleichmaBig erfiillt und daher bestehen in diesem 
Intervall nach (18) bzw. (22) und (23) die Beziehungen Sj"(x)=o(1), 
S:""(x)=0(1) und Si"(x)=o0(1) gleichmabig. 

Zum Beweis des Teiles b) muS noch nachgewiesen werden, dai in 
einem beliebigen Intervall [c,-+-0, d,—d] (0 >0) gleichmabig Sx) = == 0(1} 


'! Beziiglich der Méglichkeit dieser partiellen Integration s.z.B. S. Saxs, Theory of 
the integral (Warszawa—Lwow, 1937), S. 37, Satz (15.1) und S. 102, Satz (14.1). 
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gilt. Da die Polynome im Intervall [c, d] gleichmaig beschrankt sind, ferner 
F(x) im Intervall [c, + 0, d, —0] beschrankt und wegen f€[a, c], x E[c, +0 d — Oo] 
t—x|>0 ist, kann auf Grund von (19) |A.(x)| = 1 fiir jecies fi itd ‘ 
angenommen werden. (Im entgegengesetzten Fall betrachten wir namlich die 
pe, mf(x), wo m eine geeignet gewahlte Konstante ISt:) "Da ose ist, 
isPaor = Symp = Symp 
aT yerOl = aay SLA CoP. 
Auf.Grund von (20) erhalten wir durch Anwendung der Besselschen Ungleichung 
die Abschatzung 


weer OM) (f f)—FO)} 
sop 2 | AON 


uw 


woraus sich das gleichmaBige Bestehen von S{"’(x)=-o0(1) in einem beliebi- 


gen Intervall [c,-+0,d,—0] (0 >0) ergibt. Da dasselbe auch fiir S$?(x) auf 
derselben Weise folgt, ist damit der Satz | vollstandig bewiesen. 


§ 4. (C,r>0)-Summation orthogonaler Polynomreihen 


Durch Anwendung des Hilfssatzes 3 ergibt sich aus dem Satze | un- 
mittelbar der 


Satz Il. a) Ist das Polynomsystem {p,(x)} im Intervall [c,d] &[a, 6] 
gleichmdpig beschrinkt und befriedigt die Funktion f(x) die Bedingung (13), 
so ist bei beliebigem r>O, s>O auf der Menge En{c, a} «-fast tiberall 


(24) Jim Je S Aicrl sof) —Feg = 0." 

wo E die Menge der Punkte x€[a,b] bezeichnet, wo «'(x) existiert und end- 
lich ist. Flir «'(x)>0O in [c,d] fast tiberall ist (24) in [c,d] fast iiberall 
erfiillt. Genauer: (24) besteht in jedem Punkte x€(c, a), in welchem die Bedin- 
gung (15) erfiillt ist. Wenn c=a bzw. d=b ist, so besteht (24) im Punkte 
x—a bzw. x=b6, wenn nur die entsprechende Bedingung (16) erfiillt ist. 


b) Nehmen wir an, dag die Polynome im Intervall [c, d] gleichmdfig be- 
schrdnkt sind und «(x)im Intervall {c,,d,]eine Lipschitz-Bedingung erster Ordnung 
befriedigt. Geniigt f(x) der Bedingung (13), so ist (24) in jedem Stetigkeits- 


12 Wir bemerken, daB (24) nach dem starken Summationssatz von Harpy-—LitT_tewoop 
und dem Hilfssatz 3 auch fiir die Fourierreihen von Funktionen in L’(p > 1) fast tiberall 


erfiillt wird. 
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punkte x€(c,,d,) von f(x) erfiillt. Ist f(x) im ganzen Intervall (c,,d;) stetig, 
so besteht (24) in jedem Teilintervall [c, +0, d,—9] (0 > 0) gleichmafig. 


Es ist klar, daB die (C, r > 0)-Summierbarkeit der Entwicklung von f(x) 
aus (24) hervorgeht. Fiir sae folgt namlich 


aS Anny { Sr fsx) —F(2)} = 


n> Ae 
m. a. W. 0,(f;x)—> f(x). 
Das folgende Korollar des Satzes II soll besonders erwahnt werden: 


Sei f(x) stetig im ganzen Grundintervall [a, 6}. Ist das Polynomsystem 

in einem Intervall [c,d|&[a, 6] gleichmdBig beschrdnkt und erfiillt a(x) in 
[c, d] eine Lipschitz-Bedingung erster Ordnung, so gilt in einem beliebigen 
Intervall [c-+-0,d—0] (0 >0) gleichmdpig : 
(25) ox +f(x) (r>0). | 
Sind die Polynome in einem beliebigen inneren Teilintervall gleichmdBig be- 
schrdnkt und erfiillt «(x) in jedem inneren Teilintervall eine Lipschitz-Bedin-. 
gung erster Ordnung, so besteht (25) in einem beliebigen Intervall {a-+d, b—d] 
(0 > 0) gleichmdafig. 


Aus ‘dieser Folgerung kann mit bekannten Methoden™ bewiesen wer- | 
den der 


Savz Ill. /st das Polynomsystem in einem Intervall [c,d|&[a, 6] gleich- 
mdpig beschrdnkt und befriedigt «(x) in [c, d] eine Lipschitz-Bedingung erster 
OS: so gilt in einem sisi Intervall [c +-d,d—90] (0 >0) gleichmdpig 


(26) . L® (x)= fis t)| da(t) = O(1). 


Sind die Polynome in einem beliebigen inneren Teilintervall gleichmdpig be- 
schrinkt und befriedigt «(x) in jedem inneren Teilintervall eine Lipschitz- 
Bedingung erster Ordnung, so besteht (26) in einem beliebigen Intervall 
[c+-0,d— 0d] (0 > 0) gleichmdpig. 

Durch Anwendung dieses Satzes beweisen wir den 


Satz IV. Das Polynomsystem { p,(x)} sei in einem Intervall [c,d] S[a, 6] 
gleichmdfig beschrdnkt und «(x) erfiille in [c,d] eine Lipschitz-Bedingung 
erster Ordnung. Gilt 


f(x)€Lala,c],  f(x)ELale,d], f(x) EL? [a, 6}, 


so ist (25) in jedem Stetigkeitspunkt von f(x) erfiillt. Ist f(x) im ganzen 


Intervall (c,,d,)&[c,d] stetig, so gilt (25) in einem beliebigen Intervall 
[c: +90, d,—0] (6 >0) gleichmdagig. 


~ 8S. z. B. H. Lesesaue, Sur les intégrales singuliéres, Annales de Toulouse, 1 (1909), 
5—117. 


CESAROSCHE SUMMIERBARKEIT ORTHOGONALER POLYNOMREIHEN. II 249 


Als Spezialfall des Satzes IV soll besonders erwahnt werden : 


Nehmen wir an, das Polynomsystem sei im ganzen Grundintervall [a, b] 
(oder auf jedem inneren Teilintervall von {a, 6) gleichmdafig beschrénkt und «(x) 
erfiille in jedem inneren Teilintervall von [a, 6] eine Lipschitz-Bedingung 
erster Ordnung. Ist f(x)€ La[a, 6] (oder fiir irgendein positives 1: 

A(R)ELefa,a+7], f(x)ELelaty, b—n] und f(x)€Lelb—n, b)), 


so gilt (25) in jedem Stetigkeitspunkte x€(a, b) von F(x). Ist f(x) in einem 
ganzen Intervall (c,,d,)&[a, b] stetig, so besteht (25) in jJedem Intervall 
[c: +d, d,—d] (0 >0) gleichmdfig. 


Sei in der Tat x€(c, d) ein Stetigkeitspunkt von f(x) und schreiben wir 
die Differenz o,(f;x)—f(x) auf Grund der Formel (4) in folgender Form: 


a-h xt+h 


of —fe)=(J+ J+) +)+ [VOLE Kies, 9 ae — 


= I(x) + 1,00) + L(x) + A(x) + 1X), 
wo ft eine noch zu bestimmende positive Zah! bedeutet. Ist A geniigend klein, 
so folgt auf Grund des Satzes III |/,(x)| << aus der Abschatzung 


(27) 
| 1,(x) |= 


Halten wir A solcherweise fest und schreiben wir das Integral /,(x) mit 
Hilfe der Formeln (4) und (6) folgenderweise : 


ath 


| YO-SF@ONKiG de®) = sup |f(Q—F0d| [| Ki, D|de(2). 


x-h a-hStSa+h 


1X3) =i Act { FO) Ko(, fda) | = 
(28) De FF: Pe, | 


= SD SAC ae) +14), 


wo 7,(x) den yv-ten verallgemeinerten Fourierkoeffizienten der Funktion 


| SO)—S() 2 
SS re =t= x—hA), 
iiss toe 4c ) 
0 (t<c oder x—h< tf) 
bedeutet. Es ist leicht zu zeigen, da8 lim x,(x) =O ist. Sei nun 7 eine belie- 


bige positive Zahl und f(x) eine beschrankte, «-meBbare Funktion, welche 
auBerhalb des Intervalls [c,x—A] gleich O ist und fiir welche 
x-h 


[ |n(t)—f | da(t) <n 
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gilt. Dann ist 
(| = | ne, (t)de(t)| = |. lin. (t)—f(t)] p(t) det) |+ 


w-h 

+||A@pr(t)de(t)| = sup |pa(x)\n+| [rdp.(t)aect)| 

c essed a 
n=O ie 

Da die Polynome {p,(x)} im Intervall [c,d] gleichmaBig beschrankt sind und 

f(t) € La ist, ergibt sich hieraus die Beziehung lim z,(x)—0. Somit erhalten 


vor @ 


wir aus (28) durch Anwendung der Identitat 


(29) -> An 


fiir geniigend grofe n die Abschatzung |/,(x)| <«. 
Ebenso, wie im Fall von /,(x) erhalten wir die Abschatzung 


(30) 4@y|— SE 3 yar ‘rma! lroO1}, 


wo 7,(x) der v-te verallgemeinerte Fourierkoeffizient der rhe d integriasbaeil 
Funktion 
| fO-I®) @e=t=o, 
Et Nr t—x 
0 (c<t) 
ist. Wegen lim 7, rac und (30) ergibt sich |/,(x)|<e fiir geniigend pris 


n. Da ahnliche Abschatzungen auch fiir /,(x) und /,(x) gelten, ist damit (25) 
vollstandig bewiesen. 

Der Beweis der Behauptung beziiglich der GleichmaBigkeit ist dem 
obigen 4hnlich, nur etwas langwieriger. Sei f(x) im Intervall (c,, d,) stetig, 
so ergibt sich aus Satz Ill und aus (27), da |/,(x)|<é« fiir ein beliebig 
kleines A im Intervall [c,+d,d,—0] (0 >0) gleichmafig gilt. Es soll nun 
nachgewiesen werden, da /,(x) = 0(1) im Intervall [c,+ 6, d,—9d] gleichmabig 
erfiillt wird. Sei zu diesem Zweck 7 eine beliebige positive Zahl und f(t) 
eine beschrankte, «-mefbare Funktion, welche auferhalb des Intervalls [c, d] 
gleich O ist und fiir welche 


d 
(31) | OA) |de(t) <x 
gilt. Betrachten wir folgende Darstellung von y,(x): 
a-h wh 


ats | pelt) de Oe 2 p,()da(t)—f@) iE PLD du) 


= 7) + 75 (x) + 757(x). 
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Hieraus ergibt sich nach (28) die Abschatzung 


AGHm= OU) ) 2 ee a) Ae Air tart) + 
32 2) | 3 3 
im +200) res lien +P) | 


Da y;’(x) der verallgemeinerte Fourierkoeffizient der Funktion pe CLs ist. 
erhalten wir die Abschatzung 


ae SAH Ueth coi in?) | — ral PX | Sor 


EY) Se HJ |i] of = -0| | Ae [rede i 


Ahnlicherweise ergibt sich auch folgendes : 


Ea iO +1C))|—SO) max pen| geB 


A,, r= 1 +0Sr=d,-6 


(34) 


= 90) 5 fac” 


Ferner, da ile Polynome im thtervall [c, d] gleichmafig beschrankt sind, 
besteht nach (31) die Ungleichung 
a-h 


LP el= ferent ae(t)| = 


= sup |p| 7 uf A(t) —fd)|dett) = O11), 


ise,’ “i c 


wo 7(>0) aes hem ist. Somit gilt wegen (29): 


(35) mG oe nv larri(X)| + x>'()|} = OC). 


Aus (32), (33), (34) und (35) folgt /,(x)= (1) im Intervall [c,-+ 4, d,—9] 
(0 > 0) gleichmabig. 
Da g;(t) € L2 ist, ergibt sich pant! aus (30) die Abechane 


= S| i yf Faded) (* 


| 


O11) | fn Pen 
Traapepe fe e00 sh man, f 9 Rey 
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und daher gilt auch /,(x)=o(1) im Intervall [c,+- 0, d,—4] ‘gleichmabig. Die 
Integrale /,(x) und /,(x) kénnen 4hnlicherweise abgeschdtzt werden, womit 
der Satz IV vollstandig bewiesen ist. 


§ 5. Bemerkung 


In den Beweisen der Satze I—IV wurde ausschlieBlich jene Eigenschaft 
der orthogonalen Polynome ausgeniitzt, dafB der Kern K,(x,t) durch die 
Christoffel-Darbouxsche Formel dargestellt werden kann. Daraus folgt, wie es 
von G. ALExITS bemerkt wurde, daB& diese Satze fiir ein beliebiges orthonor- 
miertes Funktionssystem {g,(x)} gelten, dessen Kern K,,(x, ¢) folgenderweise 


darstellbar ist: 
1 +k 


K,(x, t) = GHG ar p(x) g(t), 


=y-k 
wo k eine feste natiirliche Zahl ist, die Zahlen a‘? beschrankt sind und die 
Funktion @(t) der Bedingung |®(t)— D(x)| >m|t—x| (m= m(x) > 0) 
geniigt. 
Ich méchte der Gelegenheit benutzen, Prof. G. ALExiTs meinen tiefsten 


Dank auszusprechen fiir die wertvollen Ratschlage bei der Zusammenstellung 
der vorliegenden Arbeit. 


(Eingegangen am 27. Februar 1954.) 
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O CYMMUPYEMOCTM METOJIOM YE3APO PAOB OPTOFOHAJIbHbIX 
NOJIMHOMOB. II 


K. TAHJIOPH (Cerea) 


(Pe31 Me) 


Tycrb gana dbyHKuna a(x), onpeneneHHaa Ha KOHEYHOM uuTepsate [a, db], u tam xe 
HeyOpinaioulad M OrpanHyeHHas. O6o3Ha4unM Yepes { p,(x)} CMCTeMYy NOAMHOMOR, OPTOHOpMu- 
POBAHHY!0 Ha OCHOBHOM HHTepBane [a,b] OTHOCMTeNBHO pacnpenenenHa da (x). 

T'aapubie pesyabtTatsi pa6orsi cocrosT B cnepytoulen : 


NpeanonoxKum cucremy noaMHoMos { p,(x)} PaBHOMePHO OrpaHH4eHHOH Ha noqmuTep- 
Bane [c, d] C [a, 5]. Ecan 


(*) S@®ELZIa) SMELL a, a) I< px2;e<S <<a), f(XEL? [d,, b], 
TO mpw mwbnIx r > 0, s >0 Ha MHOwKeCcTBe EN [c, d] a-nouTn scopy 


n 


1 = 
(#*) Jim ar p2 An-y [8 9(Fi FG) =0 (4, = ("1"), 


rye E © [a,b] ecrb MHOKeCTBO TOYeK X, B KOTOPBIX CyUeCTByeT KOHe4Had npoMsBo_Had 


a’(x), a Sy(f; x) O3Ha4aeT »-yiO YaCTHUHYyIO CyMMy pasnoxKeHua f(x) nO cucTeme {p,(x)}. 
(**) BLINOMHAeTCA BO BCeX TOUKAX XE (c,d), B KOTOPBIX 


h 
:) [f(x + v) — f(x)? da(x + v) =o(h). 


Tipeqnonox%*KumM, TO CHCTeMa NONMHOMOB Ha NopMHTeppane [c,d] paBHOMepHO 
opraHuyeHa, HM Ha nopMHTepBane [c,, d;] a(x) yaonneTBopser ycnosnio Jinnmaya nep-— 
Boro nopsyKa, Ecam (x) uMeeT MECTO, TO (**) BLINOMHACTCA BO BCAKOH TOUKE x E (C,, d,), 
B KoTOpou f(x) _HenpepbIBHa. Ecnou f(x) HenpeppipHa Ha BCeM uHTepBane (C¢;, d,), 
TO (*%*) PABHOMEPHO BbINOMHAeTCA Ha BCAKOM OTpeske [c, + 6, d,—4] (6 > 0). 

Ha (**) ouesufHO cnenmyerT: 


ieee) } lim (fs) =f00, 


rye 0’ (f; x) ect n-oe (C, r)-cpemHee paanoxenna dbyHkunn f(x) mo cucteme {p,(x) }. 

Tpennonowum, 4TO CHCTeEMa NOMMHOMOB { Pn(x)} paBHOMepHO orpaHHyeHa Ha NOp- 
untepsane [c,d], a dyHKunA a(x) yAOBNeTBOpAeT yCnOBMIO JIunuimua nepsoro nopsyka Ha 
[c, d]. Ecnu npu Taxux ycnopnax 


JO)ELZ (a,c, FO)ELa LC dh FO) €L2 (a, d} 


TO (##**) BLINOMHAeTCA BO BCAKOM TOKE x €(C, d), 8 KoTOpow f(x) HenpeppiBHa. B caysae 
HenpeppisHoctu f(x) BO BCeEM NOAMHTepBae [c1, 41] C[c, d], (#**) BeInonHAeTCA paBHOMepHO 
B m1060M uuTepsane [c, + 46, d,—4] (6 > 0). : 

Kax ato sametun I. Anekcu4, mpuBefeHHbie TEOPeMbI CNpPaBeAMBbl jz m060H 
cucTeMbI byHkunit {p,(x)}, OPTOHOPMHPOBAHHOH OTHOCHTeNbHO pacnpenenenuA da(x), anpo 
v-O YACTHYHOW CyMMBI KOTOPOM MpepcTaBadeTcA B BUDE 


1 > (7) 
eb Wee ”) & (x) »,(t), 
Kol, 9= SOY, oy HF OHIO 


+ 
rie k eCTh dHKCHPOBaHHOe HaTyPAaIbHOe 4HCIO, KOapHUHeHTHI a’? OrpaHHYeHbi & COBOKYN- 
HOCcTH M0 a6comoTHO! Bermunne, u | S(f)—(x)| > m(x)|t—x|, m{x) > 0. 


a 
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ELEMENTARGEOMETRISCHER BEWEIS 
DER WIDERSPRUCHSFREIHEIT 
DER HYPERBOLISCHEN RAUMGEOMETRIE 
MIT HILFE DES POINCARESCHEN HALBRAUMES 


Von 
PAUL SZASZ (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Zur Zentenarfeier der Geburt Henri Poincart’s 


H. PoincarRE' hat als eine Verwirklichung der hyperbolischen Raum- 
geometrie folgendes Modell, wir méchten sagen Bildgeometrie oder Pseudo- 
geometrie angegeben, wenn auch in etwas anderer Form. 

Es sei im euklidischen Raume eine Ebene y als Fundamentalebene vor- 
gelegt. Die inneren Punkte .eines der durch y bestimmten zwei Halbraume 
sollen Pseudopunkte, die im Innern dieses Halbraumes liegenden und zu 7 
rechtwinkligen Halbkreise bzw. Halbgeraden (die wir Orthogonalhalbkreise 
resp. Orthogonalhalbgeraden nennen wollen) Pseudogeraden, die zu y recht- 
winkligen Halbkugeln bzw. Halbebenen (die Orthogonalhalbkugeln resp. 
Orthogonalhalbebenen) Pseudoebenen heifen. Liegen die Pseudopunkte P,, P» 
nicht auf einer Orthogonalhalbgeraden, so soll der Bogen P, P, des durch sie 
gelegten Orthogonalhalbkreises, im entgegengesetzen Falle die Strecke P, P,, 
als die Pseudostrecke P,P, erklart werden. Als Charakteristik der Pseudo- 
strecke P, P, erklaren wir im ersten Falle das Doppelverhdltnis 
ene T, 
wobei =,H die Endpunkte des durch P, und P, gelegten Orthogonalhalb- 
kreises sind,so bezeichnet, dai P, auf diesem Halbkreisbogen =H zwischen 
P, und H liegt (Fig. 1). Im zweiten Falle sei diese Charakteristik das Teilungs- 
verhdltnis 


(Zhi PsP) = 


(=P,P;)==2P,:=P,, 


1H. Poincaré, Mémoire sur les groupes kleinéens, Acta Mathematica, 3 (1883), S. 
49—92, besonders S. 55—56, oder Oeuvres de Henri Poincaré, t. Il {Paris, 1916), S. 
258—299, insbesondere S. 264—265. 
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wenn die Bezeichnung so gewahlt ist, dab P, zwischen P, und dem Anfangs- 
punkt = der P, und P, enthaltenden Orthogonalhalbgeraden liegt (Fig. 2). 
Zwei Pseudostrecken sollen einander pseudokongruent oder pseudogleich 
heiBen, falls sie dieselbe Charakteristik haben. Dem gegentiber soll der 


e 


Fig. 1.. ‘ Fig. 2. 


Pseudowinkel zweier Pseudogeraden /,m einfach durch den Winkel der sie 
_ erzeugenden Orthogonalhalbkreise (deren einer in eine Orthogonalhalbgerade 
entarten kann) charakterisiert sein (Fig. 3), und zwei Pseudowinkel von glei- 


cher Charakteristik sollen als einander pseudokongruent (pseudogleich) ange- 
sehen werden. 


Fig. 3. 


In der durch diese Festsetzungen erklarten Bildgeometrie von H. POINCARE 
sind in der Tat alle Axiome der hyperbolischen Raumgeometrie giiltig, mit 
anderen Worten ist dieser sogenannte Poincarésche -Halbraum wahrlich ein 
Modell des hyperbolischen Raumes. Unser Ziel ist daftir einen elementar- 
geometrischen Beweis zu geben. Dabei soll als Axiomensystem der hyperboli- 
schen Geometrie der Inbegriff folgender Axiome zugrunde gelegt werden: 
die Axiome. der Verkniipfung, der Anordnung und der Kongruenz von D. 
HILBERT,” die Negation des euklidischen Parallelenaxioms, endlich das Archi- 
medische Axiom und das Cantorsche Stetigkeitsaxiom. 


2 D. Hieert, Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl. (Leipzig und Berlin, 1930), S. 3—5, 
1—14. 
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Wir kénnen uns auf den Beweis des Kongruenzaxioms® III, beschranken, 


da das Bestehen aller iibrigen Axiome unmittelbar einleuchtet. Zu beweisen 
ist also fiir die obige Pseudogeometrie folgender Satz: 


III;. Wenn fiir zwei Pseudodreiecke ABC und A,B, C, die Pseudoxon- 
gruenzen — 


(1) AB=A,B,, AC=A,G,, <BAC=+B,A,C, 
gelten, so ist auch stets die Pseudokongruenz 

(2) IABC=<A,B,C, 

erfiillt. 


Zum Beweise dieses Satzes schicken wir drei Hilfssatze voran. 


HILFSSATZ 1. Liegen die Pseudopunkte P,, P, nicht auf einer Orthogo- 
nalhalbgeraden und sind I,, I], ihre Orthogonalprojektionen auf der Funda- 


mentalebene y, so gilt fiir die Charakteristik der Pseudostrecke P,P, die Formel 
(3) (GHP, PY= (=H IT). 

Da namlich nach dem Satze des THALES <=P,H ein rechter ist, so 
gilt bekanntlich 


ePeeel,- an, Pi ==JLH- Fe 
(Fig. 1), also ist 
=P, |= ZIT, 
PH AG 
Aus ahnlichem Grunde besteht 
(ei ‘= th 
i P3H" LTH” 


und aus diesen beiden Formein folgt (3) durch Division. 


“Hitrssatz 2. Liegen die Pseudopunkte P,, P, nicht auf einer Ortho- 
gonalhalbgeraden und ist S ein Punkt des Randkreises k einer durch P,, P, 
gelegten Orthogonalhalbkugel, so ist bei einer stereographischen Projektion 
dieser Halbkugel von X aus, das Bild der Pseudostrecke P,P, eine Pseudo- 
strecke P;P;, fiir die die Pseudokongruenz 
(4) P,P,=PiP; 

‘gilt. 

Der erste Teil dieses Hilfssatzes, da namlich P,P, wieder in eine 
Pseudostrecke P/P/ tibergefiihrt wird, folgt aus dem elementargeometrischen 
Satze, laut welchem bei einer stereographischen Projektion der Kugel Kreise in 
Kreise tibergehen (die Gerade als eine Ausartung des Kreises betrachtend) und 


3 D. Hmpert, a. a. O. 2, S. 14. 


17 Acta Mathematica 
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die Winkel von Kreisen unverdandert bleiben.‘ Ist namlich + die Bildebene und 
g die Schnittgerade von + und y, so ist das Bild des Kreises k diese Ge- 
rade g, also das vom Orthogonalhalbkreis =H, der & rechtwinklig schneidet, 
ein zu g orthogonaler Kreisbogen 2H’, d. h. ein Orthogonalhalbkreis (der 
in’ eine “Orthogonalhalbgerade ausartet, falls Y mit = oder H zusammenfallt), 
und somit das Bild von P,P, eine Pseudostrecke P;P; (Fig. 4). | 


Die Pseudokongruenz (4) ergibt sich so. Ist zunachst Y von = und H 
verschieden, so sind die Bilder I7;, 7; von L1,, I, offenbar die Orthogonalpro- 
jektionen von P,, P,; auf der Fundamentalebene y, also neben (3) besteht 
nach demselben Hilfssatz 1 auch 


(5) =H REP ==(S.hn 7), 

wobei =’,H’ die Bilder von =,H sind. Da aber nach dem Satze des Pappros’ 
(=HID,11,) = (=' HI; IT) 

ausfallt, so folgt aus (3) und (5) 
(ZH P,P,) =(='H' Pi P?). 

Die Pseudostrecken P, P, und PP; haben demnach dieselbe Charakteristik, 


und somit ist (4) mit Riicksicht auf die obige Erklarung, fiir den betrachte- 
ten Fall erwiesen. 


Fallt S z.B. mit = zusammen, so ist das Bild von Heine Orthogo- 
nalhalbgerade mit dem Anfangspunkt H’, und wir haben (Fig. 5) 


A=HP,~ AZPiH und AZHPR,~ AEPIH, 


4 Siehe z. B. M. Zacuarias, Elementargeometrie der Ebene und des Raumes (Berlin 
und Leipzig, 1930), § 56. 


5 Siehe z. B. M. ZACHARIAS, ava. O. £5, 95: 
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also ‘ 
Bethpage sity Pil (onHP; 


—. 


= Poor snd =P, =H’ ’ 


woher 

cg et 
PH. -P,H. HP 
folgt. Das bedeutet definitionsgem48 wieder das Bestehen von (4). In 4hn- 


he Weise ergibt sich diese Pseudokongruenz, falls Y mit H zusammen- 
allt. 


SS Sata (HP; P:) 


Fig. 5. + Fig..6, 


HILFSSATZ 3. Ist die Pseudoebene eines Pseudodreiecks ABC eine Ortho- 
gonalhalbkugel, so ist bei einer stereographischen Projektion dieser Halbkugel 
von einem Punkte ihres RRandkreises aus, das Bild von ABC wieder ein 
Pseudodreieck A’ B’C’, welches ihm pseudokongruent ausfallt. 


_ Das ist eine unmittelbare Folge des Hilfssatzes 2, da doch bei dieser 
stereographischen Projektion die Winkel von Kreisen unverandert bleiben, 
also die Pseudowinkel von ABC in solche Pseudowinkel tibergehen, die mit 
diesen gemafi der Definition der Pseudokongruenz der Reihe nach pseudo- 
kongruent sind. 

Der obige Satz JI, laBt sich nun leicht beweisen. Ist die Pseudoebene 
des Pseudodreiecks ABC eine Orthogonalhalbkugel, so werde sie von einem 
Punkte ihres Randkreises aus, stereographisch auf eine Ebene v projiziert (die 
also zur Beriihrungsebene an die Vollkugel im Gegenpunkte des Projektions- 
zentrums parallel ist). Das Pseudodreieck ABC hat dabei laut Hilfssatz 3 
ein ihm pseudokongruentes Bild A’B’C’. Da t auf die Fundamentalebene y 
senkrecht steht, so liegt das von A’ auf y gefallte Lot A’S2 in der Ebene 
+ und das im FuBpunkt 2 auf 7 errichtete Lot S22— A’ in der Ebene y. 
Die Orthogonalhalbkugel mit dem Durchmesser $22 wird von + im Punkte 


Q beriihrt, da doch nach der Konstruktion t in 2 auf 22 senkrecht steht. 


Wird demnach das Pseudodreieck A’5’C’ von X aus auf diese Halbkugel 


projiziert, so geht es auf Grund des Hilfssatzes 3 in ein ibm pseudokon- 


17* 
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gruentes A”B’C” iiber, und A” ist wegen S22—A’Q offenbar der Gipfel- 
punkt dieser Halbkugel (Fig. 6). Ist die Pseudoebene von ABC eine Ortho- 
gonalhalbebene, so bleibt die erste Projektion aus, und A’ B’C’ ist nur eine 
andere Bezeichnung fiir dieses Pseudodreieck. Jedenfalls kann also ARC in 
ein ihm pseudokongruentes Pseudodreieck A” B’C” iibergefiihrt werden der- 
art, dafi letzteres auf einer Orthogonalhalbkugel mit dem Gipfelpunkt A” liegt. 
Aus A,B,C, entsteht in ahnlicher Weise das ihm pseudokongruente Pseudo- 
dreieck Aj B’’C’’, und infolge der Voraussetzung (1) bestehen fiir die so her- 
gestellten Pseudodreiecke A’B’C” und Aj B,C; (Fig. 7) die Pseudokon- 
gruenzen 
A’ B" =A/BY, A°C"=A‘Ci, LB’ AC" =XBlA Cy. 
A" 


Fig. 7. 


Da aber die Halbkugeln einander 4hnlich, um ihre Gipfelpunkte in sich 
drehbar und in Bezug auf einen Hauptkreis durch den Gipfelpunkt sym- © 
metrisch sind, so folgt aus diesen Pseudokongruenzen offenbar die Pseudo- ~ 
kongruenz 
(6) <A” BY C” = A BY CY. 
Andererseits bestehen nach der Konstruktion 
JIABC=<A"B"C”, £A,B,C,=Ai BY CY. 

Aus (6) folgt demnach die Pseudokongruenz (2), was zu beweisen war. 

Solchergestalt ist auf elementargeometrischem Wege bewiesen, dab der 
Poincarésche Halbraum ein Modell des hyperbolischen Raumes darstellt, und 
somit ein elementargeometrischer Beweis fiir die Widerspruchsfreiheit der 
hyperbolischen Raumgeometrie erbracht. 


(Eingegangen am 29. April 1954.) 
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JJIEMEHTAPHO-TEOMETPUUYECKOE JIOKA3ATEJIbCTBO 
HEMPOTUBOPEYMBOCTH PMMEPBOJIMYECKON MPOCTPAHCTBEHHOM 
TEOMETPUY, MOCPE/ICTBOM MNOJIYMPOCTPAHCTBA MYAHKAPE 


ll. CAC (Bynanewrt) 


(P e310 me) 


Uro6n1 DaTb peaanzaunto runepOom4eckon NpoctpancTBeHHOU reometpuu, T. My an- 
Kape! CoOafan USBeECTHHIN MOMeNb NONYNPOCTpaHCTBa, KOTOPbIH MbI 3eCb HasOBeM mceB- 
joreometpnen. 

B stow ncesgoreometpun (KOTOpy!e HETPyAHO ONNCATh TakKe C MOMOLIbIO 31€MCHTSPHO- 
PEOMETPHYECKUX NMOHATHH) BbINOAHAKOTCA AKCHOMbI CBA3H, AKCHOMbI NOpAKa HW aKCHOMBI 
KOHIpyeHTHOCTH, sagaHHble fl. TunbOepTOM, npoTuBONONO.*KHAaA SBKAMAOBOM akCHOMe 
flapasiesbHbIX, akcnoma ApxumMefa WM KaHTOPOBa aKCMOMA HeNpepbIBHOCTH, T. e. NOMHAA 
cucTemMa akCHOM ramepOonuyecKoK reomMetpuu. B uacTrosuenh paboTe aTO jOKasbIBaeTCA 
4MCTO SNEMEHTAPHO-reomeTpudeckuM NyTéM. Mo>kHO NpH 3TOM OrpaHH4NTbCA OKAasaTeNbCT- 
BOM akcwomb! III, KOHrTpyeHTHOCTH,? HOO* CnpaBefMBOCTh ~ApyruX akCHOM HemMOcpescT- 
BeHHO BuaHa. Utak, HaM AOCTATOYHO fOKa3aTb, 4TO B STOM NCeBAOreOMeTPHH UMEeT MECTO 
cnefyroulaa Teopema: ; 

Ill. Ecnu yaa ncesgotpeyrombyukon ABC u A, B,C, sbinonusatwrcs ncepsoKourpyexuMn 


AB=A,B,, AC=A,Ci, XBAC=—2AB,A,C;, 
TO BbINOJHAeTCA HM MCeEBAOKOHTpyeHuMA 
JABC=<TA,B,C. 

[lokazaTenbCTBO UCNOMb3yeT BIEMEHTAPHO-reOMEeTPHYeECKyHO TEOPeMy O TOM, 4TO MPH 
cTepeorpaduyecko npoekunn Cihepbi BCAKAaA OKPYKHOCTb MepeXOQUT B OKPYKHOCTb (cunTaa 
pH 9TOM MpAMY!O BbIPOXKAeHHOM OKPy>%XHOCTHIO), yrabl 0Ke MeKy OKPyXKHOCTAMM COxpa- 
HAIOTCA.A 

Takum O6pa3s0M MbI MOAy4aeM BACMCHTAPHO-FreOMETPHYECKOE AOKAZATEABCTBO TOTO 
(pakta, 4TO nonynpoctpanctso [lyaHKape MO%KET CJy>KUTb MO/ETEM runep6onnyeckoro 
mpoctpaHctsa, T. €. AOObeEMCA SeEMEHTAPHO-reOMeTPHYECKOO AOKAsATEAbCTBA HEMPOTHBO- 


pedHBOCTH runep6omMYeCKOM MpoOCcTpaHCTBeEHHOM reomeTpHH. 
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ARRANGEMENTS OF EQUAL SPHERES 
IN NON-EUCLIDEAN SPACES 


By 
H. S. M. COXETER (Toronto) 
(Presented by G. Hajos) 


1. Introduction 


We consider two kinds of arrangements of equal spheres: packings, 
where no point is inside more than one sphere, and coverings, where no 
point is outside every sphere. Each arrangement determines a honeycomb 
whose cells are called Dirichlet regions. The Dirichlet region for any particular 
sphere is a polytope whose interior consists of all points that are nearer to 
the centre of that sphere than to the centre of any other [13, pp. 216—219]. 
If all the Dirichlet regions are of the same size, the ratio of the content of 
the sphere to the content of the Dirichlet region is called the density of the 
arrangement. If they are of various sizes, we use a suitable average. We are 
interested in cases where the density is as near to 1 as possible: close 
packings and thin coverings. In such cases the spheres are respectively 
inscribed in, and circumscribed about, the Dirichlet regions. 

The two-dimensional results were obtained by FEJES TOTH, who proved 
that the elliptic plane cannot be packed as closely, nor covered as thinly, as 
the Euclidean plane, and that no arrangements of finite circles in the hyper- 
bolic plane are as “good” as the best arrangement of horocycles. Elliptic 
3-space presents a different state of affairs: sixty spheres of radius -7 10, 
each touching twelve others, form a packing of density 0,774, and somewhat 
larger spheres (having the same centres) form a covering of density 1,439, 
whereas in Euclidean space the maximum packing-density and minimum 
covering density are almost certainly 0,740 and 1,464 [14, pp. 171, 174]. 

In hyperbolic 3-space, no superior arrangements of finite spheres are 
known, but horospheres provide a packing of density 0,853 and a covering 
of density 1,280. af 

Finally, hyperbolic 4-space admits remarkable arrangements of finite 
spheres: a packing of density 0,691 and a covering of density 1,558, whereas 
the best.densities known for Euclidean 4-space are 0,617 and 1,766. . 

In the course of these investigations we use some results on hyberbolic 
geometry (§§ 4 and 5) that may also be of some intrinsic interest. 


264 H. S. M. COXETER 


2. Two-dimensional arrangements 


Most of the results in this section have already been given in a different 
notation by SCHLEGEL [20, p. 360] and Fejes TOTH [15; 16], but are included 
here for the sake of completeness. 

Let {p,q} denote the regular tessellation of p-gons, qg at each vertex, 
filling a Euclidean or non-Euclidean plane. Consider the characteristic triangle 
P,P,P, formed by a vertex, the mid-point of one of the edges meeting at 
this vertex, and the centre of either of the faces meeting at this edge. Since 
the angles at P,, P,, P, are 

210; 2, sop 
the plane must be elliptic, Euclidean, or hyperbolic according as the number 
2p + 2q—pq = 4—(p—2)(q—2) 
is positive, zero, or negative. 
Let w and x denote the in- rae and circum- Salt of a face, so that 


y= P\P:, x= PoPy. 
The formulae for a igieangte satis yield 


IT Pa 
cos w= cosec Dp COS q 20ST =S 


in the elliptic case [9, pp. 21,24], and the same expressions for chw, chy 
in the hyperbolic case. 

It is known [14, p. 58] that the in- and circum-circles of the faces of the 
Euclidean tessellation {6,3} form the closest packing and thinnest covering 
of equal circles in the Euclidean plane. Similarly, the in- and circum-circles 
of the faces of {p,3} (9 <6 or p>6), in the elliptic or: hyperbolic’ plane, - 
form a closer packing and a thinner covering than any other arrangement 
of circles of respective radii y and y, where 

iq 


1 7G - =u 
cosy or chy = -— cosec—, cosy or chy=3 “?ctge—. 
¥ i ee P - 4 Sop 


Clearly, the face of {p,3} is a p-gon of angle 2:23. Comparing its area 


—6|:7/3 
with the area ? “ 
| ie 
270 a y—1 |= cosee % —2 
of its in-circle and with the area 
_,| COS Ait] eye 
27 mt Ie cig 7 — 13 


of its circum-circle, we obtain the densities 


d(p) = 


r 5 lovee —2] and D(p)= 218 (ete *—y3} 
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for the packing and covering, respectively. Taking the limits as p tends to 6, 

we obtain the densities 

ede (3 20 

d(6) =~ —0,9069... and D(6)— 27% 

2B sisy ett 3/3 

for the closest packing and thinnest covering of the Euclidean plane. Taking 
instead the limits as p tends to infinity, we obtain the densities 


3 2/3 
It 


= 1,2092... 


d(cc) =~ =0,9549.... and D(cc) = 


er = 1,1026... 
for the packing and covering of the hyperbolic plane by the in- and cir- 
cumscribed horocycles of the faces of the limiting tessellation {«<, 3}, whose 
rotation group is the modular group S*= 7*=—1 [12, p. 425; 15, p. 107; 16, 
p. 113]. 

Since d(p) is an increasing function, every packing of equal circles in 
the elliptic plane (or of equal small circles on a sphere) has density less 
than d(6), and every packing of equal circles in the hyberbolic plane [15, p. 


-106] has density less than d(x). 


Since D(p) is a decreasing function, every covering of the elliptic plane 


by equal circles (or of a sphere by equal small circles) has density greater 


than D(6), and every covering of the hyperbolic plane by equal circles [16, p. 
112] has density greater than D(x). 


3. Three-dimensional arrangements 


The symbol {p,q}, which we have used for a spherical tessellation 


when (p—2)(qg—2) <4, is naturally used also for the corresponding regular 


polyhedron (or Platonic solid) in Euclidean or non-Euclidean space. Repeti- 
tions of this solid, of such a size that r of them can be fitted round a com- 
mon edge, form a regular honeycomb {p, q,r} [9, p. 138]. 

Consider the characteristic tetrahedron P,P,P,P; tormed by a vertex, the 
mid-point of an incident edge, the centre of an incident plane face, and the 
centre of an incident solid cell. Since the dihedral angles at the edges 
Blas kot ys Pot are 

mfp, 1/9, R/V, 
while the remaining three are right angles, the space, must be elliptic, 
Euclidean, or hyperbolic according as 
sin sin — —cos = 
is positive, zero, or negative [9, p. 135}. 

The in-radius and circum-radius of a cell are evidently 

w=P,P;, 7~=PrPs 
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[9, p. 139]. When the space is hyperbolic, we might allow the vertices to lie 
on the absolute quadric, so that x is infinite; e. g., the tetrahedron, octa- 
hedron and hexahedron described in an earlier paper [6, p. 29] are cells of 
{3, 3, 6}, {3,4, 4} and {4, 3, 6}, respectively. 

The problems of close packing and thin covering in Euclidean space 
have not yet been completely solved. The difficulty may be attributed to the 
fact that, since the equation th: 


OE aE U 
sin — sin —cos~=—0 
p 3 3 


yields a value of p between 5 and 6, there is no Euclidean -honeycomb of 
type {p, 3,3}. (There is an obviously closest arrangement for four solid 
spheres, but this cannot be regularly continued.) 

This difficulty disappears in the non-Euclidean spaces, where we have 
the elliptic (or spherical) {5,3,3} and the hyperbolic {6, 3,3} [12, pp. 426, 
428]. The former consists of 60 regular dodecahedra {5, 3} filling the elliptic 
space (or 120 filling the spherical space) [9, pp. 138, 176, 273; 10, p. 116; 
11,p.471; 12, p.425]. The in- and circum-spheres of these dodecahedra 
provide a packing of spheres of radius 

w= nf10 

[9, p. 293] and a covering by spheres of radius 


where 


Dividing the volumes 
a(2y—sin2w) and -(2y—sin 27) 
of these spheres by the volume 


7t*/60 
of the dodecahedral cell, we obtain the density . 
60 . 60 { nm . 5 mw 
ae 2w— yf ——— th i — | = —_—_— i — ji — 
my (2 sin 2y) (3 sin =| 12 1 = sin | 0.71403 


for the packing, and 


60 60 ( 22r /3 15 3 

va (27—sin 2x) = eee 2n— > “| = 40 —— (8+ ¥3t) = 1,439. we 
‘541 

[where t= | a. ] for the covering. 


Since the cells are dodecahedra, each sphere in the packing touches 
twelve others [14, p.177, Fig. 121]: the same number as in the familiar 
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close-packings of Euclidean space [14, pp. 171—172, Figs. 116, 118], whose 
density 


—*— —0,74048... 

3/2 
is probably the greatest that can be maintained throughout the whole space, 
although greater densities are possible in a tubular region [2, pp. 308—310]. 
FEJES TOTH [14, pp. 175—176] has shown that the density of the closest 
possible packing is almost certainly less than 


WU py, ty 
14° © ee 07545, 045, 
an amount still far short of the above elliptic density, 0,774... . 
Similarly, the elliptic covering density, 1,439...,. compares favourably 
with 
5/52 
yee 1,464..., 


which is the density of the covering of Euclidean space by the circum- 
spheres of the cells (truncated octahedra) of the honeycomb t;,2d, [7, p. 403; 
14, p. 174]. BAMBAH [1, p. 26] has proved that this covering, in which each 
sphere intersects fourteen others, is the thinnest covering by spheres whose 
centres form a lattice (in this case, the body-centred cubic lattice); but the 
possibility of thinner irregular coverings remains open. 


4. A digression on the hyperbolic sine and tangent 


Before investigating {6,3,3}, we need two lemmas about hyperbolic 
geometry. The first, which was proved quite differently by SOMMERVILLE [21, 
pp. 62, 77], may be regarded as the hyperbolic counterpart of the Euclidean 


Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 


definition for the sine and tangent of an arc of a unit circle: if lines BB’ | 
and CC’ are drawn through the ends of an arc BC, perpendicular to the 
radius AC, so that B’ lies on AC, and C’ on AB produced (as in Fig. 1), then 


BB’ =sinBC, CC’ =tgBC. 
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In the hyperbolic plane, let arcs BB’ and CC’ of two circles with centre 
A be drawn through the vertices B and C of a right triangle ABC, so that 
B’ lies on AC produced, and C’ on AB (as in Fig. 2). The sides a BC, 
b—CA, c=AB are connected by the classical formulae [8, p. 238] 
sha=sinAshc, tha=tgAsh8, 
while the two arcs (of radii c and 6) are 


(4. 1) BB’ =Ashc, CC’=Ashb. 
Hence 
, Pee A 
BB =Tna S8& CC a ae 


Taking the limit’as A tends to zero, so that the triangle becomes singly- 
asymptotic (as in Fig. 3), we obtain the desired lemma: 


If BB’-and C’C are corresponding arcs of two concentric horocycles, 
so situated that the tangent at C passes through B, then 


BB’ =shBC, CC’=thBC. 


5. The volume of a sector of a horosphere 


Our second lemma is the solid analogue of another theorem of plane 
hyperbolic geometry: the area of a horocyclic sector is equal to its arc 
[8, p. 250]. | 

Here it is to be understood that we are measuring length and area in 
terms of the ‘natural units of LOBATSCHEFSKY: the unit arc of a horocycle is 
such that the tangent at one end is parallel to the diameter through the other 
end (produced outwards), and the unit area is bounded by this arc and the 

(parallel) diameters at its two ends. 

Consider the “rectangle” bounded by 
two corresponding arcs of concentric ho- 
rocycles and the intercepted segments of 


x 


x the diameters through their ends (as in 
Fig. 4). If the straight sides are both x, 
:- while the curved sides are s and s, (s > sz), 
Fig. 4 we have from (4. 1) 
(5. 1) So tiny eee) So 
Ss md she ‘ 


[3, p. 95]. It follows that the area of the horocyclic sector is 
|s. dx = s|e- dx=S. 
; U 0 
Passing now to hyperbolic space, we observe that the surface of a 
horosphere is developable on the Euclidean plane [4, p. 205; 8, pp. 220, 251]. 
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Accordingly, the natural unit of area on a horosphere is the “square” formed 
by four unit horocyclic arcs. Consider the “solid sector” bounded by this 
“square” and portions of the diametral planes through its sides. The section 
of this “solid sector” by a concentric horosphere, distant x from the bound- 
ing horosphere, is a “square” of side e-* (by (5. 1) with s=1). Hence the 
volume of the “solid sector” is 


ies) o 


[(e-= dx = [ ez: ites I 
$ ‘ 


= 
Since any area can be expressed as a numerical multiple of the unit square, 
we deduce the desired lemma: 


The volume of any “solid sector” of a horosphere is equal to one-half 
the area of its horospherical boundary. 


This result can evidently be generalized to n dimensions, with. 1/(n—1) 


in place of _ 


6. Three-dimensional arrangements, continued 


Since {6,3} is a Euclidean tessellation, the cell of the hyperbolic 
honeycomb {6, 3,3} is an infinite polyhedron having an inscribed horosphere 
and a concentric circumscribed horosphere. Analogy with the above discussion 
of {coo,3} would suggest that every packing of equal spheres is less dense 
than the arrangement of horospheres inscribed in the cells of {6, 3,3}, and 
that every covering of hyperbolic space by equal spheres is denser than the 
arrangement of horospheres circumscribed about these same cells. 

Since the cells are infinite, the densities are most conveniently computed 
by comparing the singly-asymptotic characteristic tetrahedron P,P, P,P; (P; at 
infinity) with the corresponding solid sectors of the respective horospheres. 

The inscribed horosphefe, touching a hexagonal face of the cell at its 
centre P,, cuts out from the tetrahedron P,P,P,P, a horospherical triangle 
P:P;P,, whose angles are 21/3, 77/2, 7/6. The plane triangle PP; Pz has 
likewise a right angle at P, and 7t/6 at P,, while its side P,P, is 


y= 4 log2 


[12, p. 427], so that th pax. Setting a=P,P,, b= P,P,, A=2/6 in 


the formula 


tha 
sh bh A 
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for a right-angled triangle ABC, we obtain 
ae 
sh P= |/ 3 


Using the lemma in § 4, we see that this side P,P, is-the tangent correspond- 
ing to the horocyclic arc 


P/P,=thP,P,= 4 - 


By Euclidean mensuration, the area of the horocyclic triangle P.P{P, is 


] 
8/3 
By the lemma in § 5, the volume of the corresponding solid sector is 
ales 
16 /3_ 
Similarly we have, on the circumscribed horosphere through P,, a 
horospherical trianglé P,P,’ Fs’ whose angles are again 1/3, 21/2, 7/6. The 
side P,P,;=q of the corresponding plane triangle is the “sine” of the 


horocyclic arc 
1 


Sy ° 
Hence the area of P,P’P,’ is 3 16, and the volume of the corresponding 
solid sector is i 

V3 


32. 


Using an observation of SCHLAFLI [19, p. 162; see also 6, pp. 23, 27, 29], 
we obtain the volume of the singly-asymptotic tetrahedron P,P, P,P, in the form 


P,P, == sh o= 


i (ey 8 iy ee i ‘non i IC ONTO IC 
is(%.%, 6 | eee =\=45(%.4,2|— 
_V3 li 


1 
~ 16)3 


Ltt ae es es 
tea Courage aed SK 
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. When P. SCHERK saw the ratio of these two series, he proved a gener- 
alization in which the squares are replaced’ by sth powers. Setting 


1 1 1 1 ] 


he observed that, if s> 1, 
gut 
a()—f() =2\ 5 


whence 


1 1 1 
~- ple ce hs 
yaad as F(s), 


4 
Bo 


&(s) =(1 +2") f(s) 


and, in particular, 


g(2)= > f2). 


7. Arrangements in hyperbolic 4-space 
We saw in § 3 that, when 
sin — sin — > cos —, 
Pp ! q 


the honeycomb {p,q,r} fills elliptic or spherical 3-space. Taking the latter 
interpretation, we use the symbol g,,,,, to denote the number of repetitions 
of the characteristic tetrahedron P,P, P,P; that will fill the whole spherical space, 
so that the volume of each is 27°/g,,,,,. This is a rather complicated func- 
tion of p,g,r. For our present purpose it will suffice to note that 

23.3.3 == 120, 5,33 = 120? = 14.400 
[9, pp. 133, 153]. ' 

The “Schiafli symbol” {p,q,r} is naturally used also for the corre- 
sponding regular polytope in Euclidean or non-Euclidean 4-space. Repetitions 
of this polytope, of such a size that s of them can be fitted round a common 
plane face, form a regular honeycomb {p, q, r,s}, whose characteristic simplex 
P,P, P.P.,P, is formed by a vertex, the mid-point of an incident edge, and 
the centres of other incident elements of dimension 2, 3, 4 [9; p. 136]. Since 
the condition for the space to be hyperbolic is 

cos’ /q , costa/r _ 
“sin ajp ' sin?z/s ~ ’ 
the only instance having finite cells, with s==3, is 
Hes Fa Fe 9 
Accordingly it is a natural conjecture that the closest packing and thinnest 
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covering of hyperbolic 4-space are provided by the in- and circum-spheres 
of the cells of this honeycomb. Since {5, 3,3} is bounded by 120 dodeca- 


hedra, each sphere has 120 neighbours. 
It was shown by SCHLAFLI [19, p. 283; cf. 9, p. 233] that the content of 


the characteristic simplex for {p,q,7r,s} is 
sat 8 8 y ae a = og 
6 Sng Rane (PS Pie ae 
In the present case this becomes 


cs | 8. beet = ligt a Le aes 
6 (14400 ' 1207 15 5) 10800" 
Multiplying by gs,3,; = 14400, we deduce that the content of a celt {5, 3, 3} 
of the honeycomb {5, 3, 3, 3} is 
} a 
This is to be compared with the contents of spheres (or rather, 4-dimen- 
sional hyperspheres), whose radii, 
w= PP, and 1=PP, 
are given by the formulae 
sech? w = (3, 5) (—1, 4)/(—1, 3), sech? y = (0, 5) (—1, 4) 
[9, pp. 161, 162], where, in the case of {5, 3, 3, 3}, 
(j,k) =k—Jj (0 =j=k), 
and _ 
(—1kA)=1—kt (t= pete t* — /5—2), 
so that | 
(3,5)=2, (—1,4)=4%, (—1,3)=2r4, (0,5)=5, 
: 
chy—r, chy=5 2 3, 


A sphere of radius ¢ in spherical 4-space has the same 3-dimensional 
content as one of radius sing in Euclidean 4-space, namely 2:7? sin’. 
Therefore its 4-dimensional content is 


¢ 
| 277 sin’ 6 dé = 4 a2 + cos e) (1—cos of. 


0 


It follows that the 4-dimensional content of a sphere of radius e in hyper> 
bolic 4-space is 


4 aX(2-+ch e) (1—ch oe)’. 
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Setting 9 — yw and y in turn, we obtain 


2 
5 (2+2)(1 aa ia Vor 
and 


os ane ual 5 
2 lets Z 43} (15 my = — 70" = 
3 
for the contents of the in- and circum-spheres. 


ee 4 
Dividing by 3 7, we obtain the packing density 


2 
and the covering density 
2(2+3/5) 
5/5 
It is interesting to compare these with the corresponding results in 
Euclidean 4-space, where the sd known packing pena 


1 2) 
5 V5 e1= S15 _ 960008... 


= 1,55777... 


~ — 0,61685 . 


ié 
is attained by the in-spheres of the cells {3,4,3} of the regular honeycomb 
{3,4, 3,3} [9, pp. 153—154, 156, 296; 18, p.42], while the smallest known 


covering density 
EAD) E. Spyeeiny) 

5V5 

is attained by the circum-spheres of the cells fo,1,2,3@4 of HINTON’s honeycomb 


[5, p. 334]. 
8. Postscript 


After the above sections were written, Professor FejEs TOTH kindly sent 
me the galley proof of his own work on the same subject [17]. This shows 
that he anticipated my use of the in-spheres of the cells of {5, 3,3} for a 
packing in elliptic 3-space, and of the inscribed horospheres of the cells of 
_ {6, 3,3} for a packing in hyperbolic 3-space. He and obtained the same — 

expressions for the density in both cases. 


- (Received 18 June 1954) 
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PASMELJEHWE KOHTPYEHTHbIX C®EP B HEEBKJIAJOBbIX 
IIPOCTPAHCTBAX 


X. C. M. KOKCETEP (Topouto) 
(Pe3 10 Me) 


Hacrosamaa padora copepxKuT ONMCaHHe HeKOTOPBIX CNOCcOGoOB pacnonoxKeHHA cep, 
NOCPEACTBOM KOTOPbIX NOMYYaeTCA CHAOWHOE 3ANOMHEHHE MW SKOHOMMYHOR NOKpPbITHE anmHN- 
Tuyeckoro W runepOomn4ecKoroO MpocTpaHcTB Tpex M3MepeHHi, TAK KE KAaK mM runep6omH- 
“eCKOrO MNpOcTpaHcTBa 4YeThIPex usmMepeHHi. MooxHO 3anonHATh waM NOKPbIBaTbh 3IIMNTHS 
“ECKOC MpOCTpakCTBO Tpex H3MepeHHH C MOMOUbIO 60 KOHpyeHTHbIX CpEp, C NAOTHOCTHIO 
0,774 u 1,439 coorsercrseuno. Tunep6oanyeckoe NpOcTpaHcTBO Tpex M38MepeHHH FONycKaeT 
3ANONHEHHE HIM MOKPbITHe C NOMOLMIbIO ropocdep, ni0THOCTH 0,853 u 1,280 cooTBeTCTReEHHO. 
TunepOonnyeckoe mpoctpancrso ueTsIpex M3MepeHHU AONyCKaeT 3anOMHeHMe MM NOKpEITHE 
¢ MOMOU{bIO KOHEYHDIX KOHTpyeHTHBIX cep, mmoTHOcTH 0,691 u 1,558 cooTBeTCTBeHHO. 


RESTGLIED EINES TAUBERSCHEN SATZES. III 


Von 
G. FREUD (Budapest) 
(Vorgelegt von A. Rény1) 


Einleitung 


Eine Folge {s,} sei Abel-limitierbar und A-lims,—S. Bekanntlich 
ist dann {s,} auch (C, 1)-summierbar, falls nur die Folge {s,} einseitig be- 
schrankt ist. In den ersten beiden Mitteilungen [1], [2] dieser Arbeit wurde 
folgende Verscharfung dieses Satzes gezeigt: 

Es sei fiir s—+~-+0 


= S 
(1) 2, ne" = — [1 + O(R(5))] 
und die Folge {s,} sei einseitig beschrankt: 
(2) Ss > —K, 


R(s) bedeutet in Formel (1), und auch an jeder sp&teren Stelle eine monoton 
nicht abnehmende Funktion mit R(+0)—0, die der Bedingung 
(3) R(ks) < e*R(s), Kiere 243, ods 
geniigt.’ 

Dann geniigen die Cesaroschen Summen m-ter Ordnung ox” der Folge 
{s,} der Abschatzung 


1 -—m 
(m) 
@) be og pe (0g ae : 
Genauer, wurde folgender, auf die Laplace—Stieltjes-Transformation verall- 
gemeinerte Satz bewiesen. ) 


1 Infolge (3) besteht die Ungleichung 
R(2"s) < e?" R(s). 
‘ | 1 . 4 
Es sei nun geri SS < grit > 1; dann erhalt man 
Nae 4 sti 
; -4n es log 2 
RO) = R[ sean) > ROE ROHS > RODE HM = RW e—P (— ioe] — Rey she 


Diese Ungleichung wird in unseren Uberlegungen eine gewisse Bedeutung haben. 


18* 
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Satz 1. Es sei v(t) eine monoton nicht abnehmende Funktion, deren 
Laplace—Stieltjes-Transformierte 


(5) F(s) = Jerde(p 
fiir s > 0 existiert.’ 
Es sei ferner fiir s—+ +0 
| I'(a+1) 
(6) F(s) = S——{— [1 + O{R(S)}], 


dann ist 


c 


© Jo-weeo— ez Weta CF mi) [+0 | (og naa | 


0 


(In meiner Arbeit [2] wird etwas allgemeiner der Ausdruck , 


fe (x— t)"dr(t) 


abgeschatzt.) 

Als Erganzung dieses Satzes sei bemerkt, dab (7) giiltig bleibt, falls 
statt 7(f) eine Funktion c*(f) gewahit wird, die in jedem endlichen Teilin- 
tervall von (0,c©) eine beschrankte Variation besitzt, und folgende Bedingung ~ 
befriedigt :° 

Es gibt eine fiir ‘=0 definierte monoton nicht abnehmende Funktion 
£,(t) und eine positive Konstante L, so dab, fiir s+-+0 


fea — "1+ 0(R@)), 


wobei das links stehende Integral fiir s>0O konvergiert, und 
n(t)=LA(t)+(t) 
eine monoton nicht abnehmende Funktion ist. Diese Verallgemeinerung ergibt 


sich einfach, indem man Satz | erst auf 6,(t), dann auf y,(t) anwendet. , 
Falls man statt (2) voraussetzt, daB . 


K 
(8) An=Sn—Sni1 > veges 


dann folgt aus dem bekannten Satze von HARDY und LITTLEWOOD sogar die 
Konvergenz vor {s,}. In dieser Mitteilung beschaftigen wir uns mit der Ver- 


scharfung dieses Hardy—Littlewoodschen Satzes, u. zw. in zwei verschiedenen 
Richtungen. 


® Im folgenden sei unter z(t) immer eine Funktion mit diesen Eigenscheften ve -stan- 
den. Ohne es in jedem einzelnen Falle hervorzuheben, sei jede auftreteride Laplace— 
Stieltjes-Transformierte, bzw. Dirichletsche oder Potenzreiche fiir s >0 konvergent. 

* Mit 7*(¢) wird in weiteren immer eine Funktion mit dieser Eigenschaft bezeichnet. 


RESTGLIED EINES TAUBERSCHEN SATZES. III 2TT 


Die erste Frage, die wir behandeln, ist folgende: 
Wie kann (4) verscharft werden, falls statt (2) die Voraussetzung (8) 
besteht? Es wird gezeigt, dai das Restglied in (4) zu 


O}(oe-aaray) | 


‘ 


verscharft werden kann. Es ist dann sogar fiir m—O giiltig, und in diesem 
Falle liefert es eine Abschatzung fiir s,—S. Unter der starkeren Vorausset- 
zung 


d= 0 (1) 
\n 

wurde dieser Satz auch von J. KOREVAAR [5] bewiesen. In einer unlangs 
erschienenen Arbeit bewies J. KOREVAAR [6] unter Anwendung meiner schon 
ver6ffentlichten Resultate einen Satz, der den Fall m—O meines Satzes fiir 
die Potenzreihe enthalt. Im folgenden werden wir den Satz sogleich auf 
die Laplace—Stieltjes-Transformation verallgemeinerte Form beweisen. Der 
Satz von HARDY und LITTLEWooD lautet dann* folgendermafien: Die Laplace— 
Stieltjes-Transformierte F*(s) von vt°(f) existiere fiir s>O und es se 
F*(+0)= A. Es gebe eine Funktion 6,(f)~f mit @(0)—O und eine posi- 
tive Konstante L, so dab 


t 
vit) =L8&(t)+ | ude*(u) 

; 0 
eine monoton nicht abnehmende Funktion von f¢ ist, dann gilt 

lim t(t)= A. 

t= 0 

Wir beweisen, daB dieser Satz folgenderweise mit einem Restglied 

erganzt werden kann: 


Satz II. 
a) Fiir s>0 set 


(9) F*(s) =| evtde"()=A+ O{R(3)}. 


b) Es gebe eine monoton nicht abnehmende Funktion @,(t) und eine po- 
sitive Konstante L, so dag fiir s+-+0 


(10)  feraay—t 1 +0(R))] 
und i A 
(11) ylt) =L&(t)+ | ude*(u) 


4 Vgi. G. H. Harpy [3], Theorem 102, S. 160. 
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eine monoton nicht abnehmende Funktion von t ist. Unter diesen Bedingungen 
besteht fiir jede nichtnegative ganze Zahl m 
1 : a 
(08 er) i 


(12) fe—onde@ =a 1 -O 
0 
Die zweite Frage, mit der wir uns beschaftigen werden, ist folgende. 
Wie kann die Taubersche Bedingung b) in Satz II geschwacht werden, falls 
wir aus (9) nur folgern wollen, daB t(x)—A ist, ohne da sich auch eine 
Abschatzung von |t(x)—A| ergebe. Der zu beweisende Satz lautet folgen- 
dermafen : 


SaTz Ill. 
a) Fiir s—+-+0 sei fiir ein positives 6 


@ 


(13) F*(s) = [e“de'(t) =A + O(s). 


0 
b) Es gebe eine monoton nicht abnehmende Funktion &(t), so daf fiir 


tf —> co 
(14) £,(t) = tlog t+ Bt+ O(¢t'-*) 
gilt, und fiir ein beliebiges positives @ gebe es ein t,(e), so daB fiir t>t,(e) 


(15) va(t) iy } udt*(u) 


eine monoton ‘nicht abnehmende Funktion von t ist ; 
dann gilt 
lim t*(t) =A. 
t=o@ 


Auf die Potenzreihe angewendet, erhalten wir hieraus folgenden Satz : 


Es sei fiir ein positives 3 


pa a,e-* = A+ O(s*) 
und ; 


(15 a) lim inf 2% 


=0 
logn ~ ’ 
dann ist die Reihe Sa, konvergent und ihre Summe ist gleich A. 


Aus einem Gegenbeispiel von J. KOREVAAR [4], [5] folgt, daB die GréBen- 
ordnung des Restgliedes in (12) fiir kein einziges m verbessert werden kann. 
Dasselbe Beispiel zeigt auch, daB die Taubersche Bedingung (15a) nicht 


durch 
Fey 0 (282) 
n 
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ersetzt werden kann. Zwischen den Satzen II und IIJ kann man eine ganze 
Reihe von Sfatzen einschalten, in denen die Forderung b) des Satzes III ver- 
scharft wird, und somit eine Abschatzung von |c*(t)—A| erhalten wird. Die 
schon erwahnte, jiingst erschienene Arbeit von J. KOREVAAR [6] ist haupt- 
sachlich diesem Problem im Falle der Potenzreihe gewidmet. 


1. Beweis des Satzes Il 


Wir erinnern an folgenden Satz von J. E. LirrLewoop [7], der in An- 
wendungen auf Taubersche Satze eine hervorragende Rolle spielt: 
Es sei f(x) eine in (0, a) definierte zweimal differenzierbare Funktion, 
es existiere 
lim f(x) =A 
z=+0 
und es sei 
f’@)>— Kx, 


f(x) = 0(x”"). 


Wir bendtigen folgende Verallgemeinerung dieses Satzes: 


dann ist 


HILFssATz I. G(s) sei eine Funktion, die in einer rechtseitigen Umgebung 
der Stelle s =O zweimal differenzierbar ist, und es besteht 


(16) |G(s)—A|<r(s), 
wobei r(s) eine monoton zunehmende Funktion ist, ferner sei r(-+-0)—0O und 
(17) r(2s)<cgr(s). 
Andererseits sei | 
(18) G’(s)>—e(s), 


wobei 0(s) eine monoton abnehmende positive Funktion ist, fiir welche o(+0)= 
= oo und 


(19) o($}<cee) 
besteht. Endlich sei, fiir geniigend kleine s, 
(20) r(s)< 4 '0() 
Unter diesen Bedingungen gilt fiir s—+-+0 
(21) G'(s)= O(VR(s)e(5)). 
BEwEIs. Es gilt 
G(s +h) = G(s) +AG(s)+ Ls G" (s+ FA) 


mit O=<%=1. 
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Es sei 


dann ist infolge (20) h< 5 also ist 


Gy — SELNE ES) Aen (s +9) < 


< (+1) +4 o(s)= (c. +3] (ROL) 
und 4hnlicherweise 


G’(s)= 


G(s)—G(s—h) , hp, 
GE +5 G" (s+Hh) > 


23) _ & noc > —(2+<| 17 OW, 


und damit ist unser Hilfssatz bewiesen. 
Wir gehen zum Beweis des Satzes II iiber. Aus (9) und (11) ergibt sich 


(22) F*"(s) =| e*t*dx'(t) =| e“tdy.(t)—L | etd 3,(t). 
0 6 a 
Infolge (10) ist £,(t)~t, also 
1 
(23) Jewtaa(t Me 
0 

Da y(t) monoton nicht abnehmend ist, folgt aus (22) und (23) 

(24) F'"(s)>—. 


Aus dem angefiihrten Hilfssatze folgt also, indem man (9) und (24) 
beachtet 


@ 


(25) F“()—fextdr(y—o(RO). 
Aus (11), (10) und (25) ergibt sich 


Qo 


(26) Jexdrt — 41+ 0(R@) + OUSROI: 
Nach FuBnote * besteht 


1 tT 
108 TRG | Re | 


ee ee 
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und somit folgt aus Satz I wegen (26) 


(27) [o—o dy) = Lae aie O 


mlewa)” Th 


0 
Aus (10) folgt wegen Satz | 


(28) Jovw d8,(t) — +0 


hen”) 


Cea 


Aus (11), (27) und (28) erhalt man 


(oes) | . 


(29) | (x— t)"tdr*(t) =x" O 
0 
Fiir m=0 folgt hieraus 
lim 4 fa “(t)=0 
Las 2 tT —n 


Aus der wohlbekannten Verallgemeinerung des Satzes von TAUBER folgert 
man hieraus 


lim t*(x) =A 
und somit ist r°(t) bestimmt beschrankt: |r*(f)|< M. Mit einer partiellen 
Integration ergibt sich aus (9) 


| ete ()dt— A [14+ 0(R)}}. 


0 
t 


Hier steht links die Laplace—Stieltjes-Transformierte von {c*q) du. Infolge 
j 


der Beschranktheit von 1*(f) ist 
Mt+ Je (u) du 


eine monoton wachsende Funktion, infolgedessen gilt wegen der Verallgemei- 


nerung des Satzes | 
; 1 —m-1 
(ees) | 


a [o-oo dt=A cea ! +O 
| 0 d 


: 


. FREUD 
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Beachten wir jetzt die Identitat 


ese: a0 “Ohm Dee dt + [et AN de ()}= 


Sy j (x—t)"t*(t)dt-+x f (x—t)"dt*(t) — footer. 


Hieraus erhalt man infolge (29) und 


[e—oraeo am = lint 1) { (x—t)" r*(t) dt— 


[eerais) {) 


2. Anwendung auf Dirichletsche Reihen und Potenzreihen 


(31) 


—fo—ortdry — fs 


Unser Ausgangspunkt ist folgender Satz von G. H. Harpy und J. E. 
LITTLEWOOD : 

Es sei {£,} eine monoton gegen -++co zunehmende Zahlenfolge, fiir 
welche 


(32) lim fest =] 
besteht; es sei ferner 
(33) lim > a,e*s =A 
s=+0 x=1 
und 
An—An-1 

» > —kK—— _,, 

(34) a, > rh 


dann konvergiert die Reihe Ya, und ihre Summe ist gleich A. ANANDA RAU® 
zeigte, daB aus den Bedingungen dieses Satzes (32) nicht gestrichen werden 
kann. (Fordert man aber statt (34) 


a, =O (as) ; 


dann ist die Bedingung (32) unndtig.) | 


Im folgenden wird dieser Satz unter Anwendung des Satzes II mit einer 
espera des Restgliedes erweitert. 


® Journal of the London Math. Soc., 3 (1928), und Proc. of the London Math. Soc. 
(2), 30 (1930). 
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Es sei aber ausdriicklich hervorgehoben, daB in dieser Weise die 
Moglichkeiten der Anwendung des Satzes II auf Dirichletsche Reihen nicht 
im mindesten ausgeschépft werden. 

| Satz IV. Fiir die monoton gegen +- 0 strebende Zahlenfolge {’,\ gelte 
(35) “Anti—An= O(An®) 5 > 0, 
und es sei fiir s+-+0 


(36) > Ine*nt = A+ O{R(s)}, 
wobei 
(37) ye Ke 


n 


besteht ; hieraus folgt mit jeder festen ganzen nichtnegativen Zahl m 


An og aim ; 


2 (1-4) «»—a+o 


_BEWEIS. Es sei 


B (t) = hn ()» 
wobei 
An = b= An (41 . 
Dann ist infolge (35) 
A(t) =t+ Ot), 
also gilt 
fe"aa)=— 11+ 0(s) 
0 
und wegen (35) ist 


KBQ)+ 2 dndn 
eine monoton wachsende Funktion von ¢. Somit sind alle Bedingungen des 
Satzes II erfiillt, falls nur 
s’=O{R(S)} 
besteht. Infolge Fufnote’ bedeutet das aber keine Einschrankung. 
Fiir den Fall 2, (Potenzreihe) ist (35) jedenfalls erfiillt. Also folgt 
aus dem angefiihrten Satze, daf falls fir s—++0 
(38) oa ane"* = A+ O{R(s)} 
ilt und — 
F K 
(39) Qn = on 
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besteht, dann gilt 
—m-1 
=f 1 

(18) ace a+ 0} [isa aon 

2 | Chad hee 0 es 
Hieraus ergibt sich mit derselben elementaren Uberlegung, wie im Teile V- 
der zweiten Mitteilung, folgender Satz: 


Satz V. Ist (38) und (39) befriedigt, und bezeichnet of” das n-te 
Cesarosche Mittel m-ter Ordnung, dann besteht 


(40) on” =A+LO cea] | - 


3. Beweis des Satzes Ill 


HILFSSATZ II. Es sei v(t) eine monoton nicht abnehmende Funktion, 
4(0)=0, und es sei fiir ein festes positives 0 


log i}. c 
-st fn ers mee 
(41) Jevarey Al'(@a+1) ne A Py tee pi 
( 
dann gilt fiir x >2 
6 
(42) |r (x) —Ax* log x| < ce li + A’)xt + eal 


wobei cy eine nur von @ und d abhdngige positive Konstante bedeutet. 


Der Beweis dieses Hilfssatzes gestaltet sich ebenso, wie der Beweis 
des Hauptsatzes der ersten Mitteilung. Darum soll es nur in groBen Ziigen 
angedeutet werden. 

In (41) ersetzen wir s durch (K+ 1)s: 


1 
| log — 
43 -st(p-st)k rats | wae Be 9p aaron al 
(43) Je (e*)' dr(t) AI'(@+1) s* (kK+ 19 s* (k+1)* 
vial 1 C 1 
st (KEI | > EDS SO’ 


Die von k abhangigen Faktoren an der rechten Seite wollen wir als Momente 
k-ter Ordnung darstellen: 


1 1 1 a-l 
(k+ 1)" T'(@) | [tog 4) aihats 


Se elinemeeetli cient ie te a ee ee 
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und 
log(kA+1) (ae) 1\e! 
ot log — kdx.— 
kt (POP, (ve) 7% 
” [fs 1, log) x 
re), Herre atte 
Ist also 


N 
ITn(x) = 2 bx 


ein beliebiges Polynom héchstens N-ten Grades, dann erhalten wir aus (43): 


rc log 4 ‘ 1 ,a-1 
fevut(e* dt(t)—A | (log =| IT x(x) dx— 
ay : 1 1 , 
Aal” (a) Es Aa pfrest 1 
= T@s* (log 4 ITy(x) ax+ A {(Iog - log log — Hx(x) Oa 
0 
1 rr Dr 
= log —| Mn(x) dx wis Oba 
I(a)s°. ] @) = = (k+1)"% 
Es sei 
OM fire -Oaerx = em, 
(45) geo} 1 ll et 
x 
und wir konstruieren Polynome gy(x) und ®y(x) vom Grade N, fiir welche 
(46) "gy (x) = g(x) = Pn(x) 
und 


log oe | | |,()—ax)| dx< vr 


; 1 
a-1,;: 
(47) Jltog a i + 
o 
Die Konstruktion dieser Polynome erfolgt in derselben Weise, wie die Kon- 
struktion der entsprechenden Polynome im Teil II der ersten Mitteilung. Es 


wurde ebenfalls in der ersten Mitteilung gezeigt, daB die Koeffizienten b, bzw. 
'B, der Polynome gy(x) bzw. ®y(x) die Ungleichungen 


N N 
(48) Pan |Dx| <cge*™ — bzw. Pa | Br| < cge"™ 


befriedigen. (Die Durchfiihrung einiger Modifizierungen im Beweise sei dem 
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Leser iiberlassen.) Infolge (45) und (47) ist 


1 -a-l 
1 1 C 

(49) I (ee =) @Dy(x) ax] ~s ay 

0 
ferner 

: a-1 1 
1 
Jee 4) log log = Dy (x) dx| < Cy. 
0 
Somit folgt aus (44) 
1 

rd log — 

fest Dy(e*')dt(t)—A < 

0 
(50) 1 

Piet Els: nase 
N (kK +1)7 a 
Wegen (48) besteht 
(51) > barbed 2 2 Cpe’, 
k=0 (k+ ie 
also folgt aus (50) und (51), falls man 
1 J 
pits es te: Pa } 


setzt, 
~ spl. meh : pela 
(52) |[e * Bye *)dx(t)—Ax* log x] <(A+A)Cux*+CuBx” ? 
0 


Ahnlicherweise erhalt man 
3 


fore) t t 
(53) |e pw(e *)de(t)— Ax log x| < Ci6(A-+- A’) x? +¢Bx 2 
0 
aus (45) folgt 


ay bs t Carte t 
(54) Je = one =)dr(t)=c()=[e = One =)de(t), 
0 0 
also ist wegen (52), (53) und (54) die Abschatzung (42) befriedigt. Q. e. d. 


Wir kommen jetzt zum Beweise des Satzes III. Aus 


8;(t) =t log t+ Bt4+-O(t'-) 
folgt 


(55) fe “* ABs | 


0 


ure) 
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und 


. 1 
log — 
(56) fewtaa = ol i 


0 


Infolge der Voraussetzung b) ist, mit einer passend gewahiten positiven Zahl ¢,, 


7(t) = 8(t) + Jude*(u) 


eine fiir ¢>¢, monoton nicht abnehmende Funktion von ¢. Somit erhalten 
wir aus (56) 


F*’(s) —fe“tar(t —fertdy(t | etd 6,(t) ey 

0 : ” 
(57) ty 
meee. 


0 


Hieraus folgt wegen Hilfssatz II 
oo ta 
(58) F"(s)=| e“tdr"(t)=O(s "*), 
0 
Es sei nun « eine beliebig kleine feste positive Zahl, und %—(e) die in 


Voraussetzung b) definierte Zahl. Infolge (15), (55) und (58) gilt 


@ 


j eHan()—ele dai) + \estde)= 


1 
log — | é 
sap Bb sar 
=f = = ine = ok CRF 


0 


also besteht 


1 
ne log — ee 
(59) er 5 Blso0 ). 


te 
Allerdings ist hier die O-Abschatzung an der rechten Seite nicht mehr in ¢ 


gleichmaBig. Aus (59) erhalt man infolge des Hilfssatzes Il 
é 


n ere 
(60) lys(x)—7a(t) Ax log x|Sco(1 + B)ex+Ki(e)x °. 
Wegen (14) und (15) folgt hieraus, daB fir geniigend grofes x 


[Jude | S C58X 


288 G. FREUD 


besteht, wobei c,; = 2c,(1 +B’) sowohl von gs, als von x unabhangig ist. Das 
bedeutet aber 


2 & 


0 
Avs (61) folgt nach einem bekannten Satze 
lim 7° (x) =A 


was zu beweisen war. 


(Eingegangen am 3. August 1954.) 


(61) lim 1 PA == (J, . 
q 
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OB OCTATOYHOM WIEHE HEKOTOPOM TEOPEMbI THIMA TAYBEPA: Ili 
Tl. @PAM] (Bynaneuit) 


(Pe3w Me) 


* 
Teopema 1. Ilyctp <*(t) ects cbynxuusa, onpenenennas na (0, cc), orpann4enHon 
BapHal\MH Ha BCAKOM OTPe3Ke KOHE4HOM AMHbI M yAOBNETBOPAIOMAA CHeAyOUMM-yCIOBHAM : 


F*(s) = i) e-stdr*(t) 
: 0 
(npeoOpasosanHan Jlannaca—Cruntbeca) cyulectRyeT aa s > 0. Iipu s—>-+0 
F*(s)=A+ O{R(s)}, 
rae R(s) MOHOTOHHAaA HeyOiBaioMad dbyHKUNA, ONpenenenHad Ana s > 0, R(+0)—0n 
R(ks) < &*R(s) (k=2,3,...). 


- CyuyectByoT NONOKUTeNbHAaA NOCTOAHHaA L w MOHOTOHHAA HeyObiBaioulad dyHKuusa £,(t), 
Wa KOTOPBIX np s—> + 0 


[ e-*do(t) ~ — [1 + OL R()}, 


0 


t 
yo) =Lé,(0) + | udr*(u) 
0 
€CTb MOHOTOHHaN HeyObipaloujad dpyHKuuA 7. 
Ilpu Takux ycmoB AX uMeeT MECTO COOTHOWeHHE 


(vets) } 


Teopema 2. I[lyctb sbimonnswrTca CnefyoulMe yCnoBHA: 
F*(s)=A-+ O(s°) (6>0). 
Jaa MoHOTOHHOM HeyObiBaloulen cbyHKuNH (1) HMeeT MECTO 
s(t) = tlog t+ Bt+ O(f'). 


[Ina mo6oro ¢ > 0 MOxKHO HaiiTH TakOe 4ncNO f)(e), YTO MpH ft > to(e) 


fe—onae@—A a i 0 
0 


t 
ra ea (t) + | ude(u) 
q 
@BaAa-CA MOHOTOHHOM HeyObiBartouleh pynKunel t¢. 


‘Tipu Taxux ycnoBuax 
lim 2*(#) = A. 


t= 0 
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vs 


Soe J) ot ap? alia oo a 


y = / owt oF reese 7 


< fo (03 ay ORM aS 
j @ 4 


‘ . Mo pert oy: ers if hasqost 
re oe ee parol Teewypeh wees Grae 


« , ini” 


» , 98? xizeys 14 poe rE eT 


gi*\ 3 ‘, a” 
— Sw . mae reese Sina 


Mon oa? Ve Ie ee 
"sg Gh 6eem 


ois rT Lies <b fh), 


‘<vky Ey -rnemees eo 2 
~ ) (06h ee ore 
“ae eee 1A oo Wsamnmmnaese 
) yo 98 «helen 


’ 


(a)*ehel Nan 5 a _ 


: 
4 
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UBER ORTHOGONALE POLYNOME 


Von 
G. FREUD (Budapest) 
(Vorgelegt von P. TurAn) 


Es sei w(x) eine in [—1, +1] definierte, nichtnegative L-integrierbare 


Gewichtsfunktion, 
: +1 


| w@)dx>0. 

=] 
Wir bezeichnen die Folge der normierten Orthogonalpolynome, die zu dieser 
Gewichtsfunktion im Orthogonalitatsintervall [—1, + 1] gehdren, mit { Dn(x)}- 
Verfasser untersuchte die Entwicklungen, die nach Orthogonaipolynomen fort- 
schreiten, falls diese der Bedingung 


(1) > [ok = O(n) 


unterworfen sind ((2], [3]). In [2] wurde gezeigt, da& jede mit der Gewichts- 
funktion w(x) quadratisch integrierbare Funktion in fast allen Punkten des 
Orthogonalitatsintervalles, wo (1) erfiillt ist, stark (C, 1)-summierbar ist. In 
[3] wurden die Satze von S. N. BERNSTEIN iiber die absolute Konvergenz von 
Fourierreihen auf Entwicklungen nach Orthogonalpolynomen verallgemeinert. 
Verfasser zeigte [2], daB falls in einem Teilintervall (@, 6) von [—1, +1] 
w(x)=m>O besteht, (1) in jedem inneren Teilintervall von (a, 6) gleich- 
mabig erfiillt ist. Die Bedeutung dieser Sdtze liegt darin, da8 man auf die 
absolute Konvergenz bzw. (C, 1)-Summierbarkeit der Orthogonalpolynomreihe 
aus dem Verlauf der Gewichtsfunktion schlieBen kann, ohne etwas tiber die 
Beschranktheit der Orthogonalpolynome voraussetzen zu miissen. 

Das Problem, ob (1) nicht auch an fast allen Stellen besteht, wo 
w(x) >0 ist, scheint sehr tief zu sein. Der Verfasser ist nicht in der Lage es 
zu beantworten. Doch wird es gezeigt, daB dies der Fall ist, wenn die Ge- 
wichtsfunktion einer allgemeinen strukturellen Bedingung geniigt. 

Es sei 

w (cos 9) sin 6 0=08n, 

(2) W(6) = 0 6€ [0, mt]. 


Satz I. Fiir geniigend kleine Werte von h set. 
W(6+h)—W() 
W(9) 
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L-integrierbar, ferner set 


i BLE iy WO! 490 (log* al 


mit @>1; dann ist (1) an fast jeder Stelle x erfiillt. 


Andererseits wird es gezeigt, daB das Verhalten des Ausdruckes (1) auf 
der Punktmenge N, die aus den Nullstellen von w(x) besteht, ohne jede 
Nebenbedingung beherrscht werden kann: 


(3) 


Satz II. Es gilt fast iiberall auf N © 
n-1 


(4) jim — ~ > Pah) SPs 


Es sei auch die bemerkenswerteste Folgerung des Satzes | hervorgehoben: 


ee = 


Satz Ill. Besteht die Voraussetzung (3) des Satzes I, dann ist die Ent- | 


wicklung nach ele Sle a jeder Funktion f€L*(w) fast iiberall 
stark (C,1) summierbar. 


Die Untersuchungen des Verfassers folgten eine Arbeit von K. TANDORI 
[5]. Er bewies die starke (C, 1)-Summierbarkeit der Orthogonalpolynomreihe 
einer Funktion f¢€ L’(w) unter der starkeren Bedingung, daB die normierten 
Orthogonalpolynome in dem betrachteten Teilintervall gleichmafig beschrankt 
sind. Weiter bemerkte er, dai aus seinem Satze folgende Behauptung folgt: 

Verschwindet w(x) auf der Punktmenge N vom positiven Mae, dann 
kénnen die normierten Orthogonalpolynome auf dieser Punktmenge nicht 
beschrankt sein. Satz Il kann als eine Prazisierung dieser Behauptung be- 
trachtet werden. 


r—1 


oo p(x) im L-Raume 
NM k= 


— 


i Approximation von 


In den folgenden Betrachtungen, wie auch in einigen friiheren Arbeiten 
des Verfassers, wird folgender Hilfssatz eine hervorragende Rolle spielen: 


HILFSSATZ I.- Es seien alle Polynome ®,_,(t) héchstens n—1-ten Gra-— 


des betrachtet, welche die Ungleichung 
+1 


(5) | @a@w@adt=1 
=f 
befriedigen. Dann besteht 


n=l 
(6) Pri(x) = >’ pi), 
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ind der Hochstwert an der rechten Seite wird fiir 
n-1 
>, P(x) Pe() 
PD, i() = 7 n-1 
> Pi (x) 
k=0 


Vg 


erreicht. (Vgl. G. SzEGO [4], Theorem 3.1.3, S. 38.) 


Nach einem Gedanken von P. ErDés und P. Turan ({1], S. 539— —540) 
setzen wir als Konkurrenzpolynom 
n-1 
27 Ti(2) Ta(O) 
(7) P,.1(t) = 


, 
Ys 


wobei T= 75 ist und 7,(x) das Tschebyscheffsche Polynom n-ten Gra- 


des bedeutet. Infolge unseres Hilfssatzes folgt also mit der Bezeichnung 
0 = arc cos x 


Seated all 
PX) 2 
= BS Ti, (x) Tu)| w(w) du 


I. b sin (2a2—1) 8\" 
anaes sin 0 J 
+1 


DEF Sr anlelnas 


-1 


Das Integral im Nenner wollen wir mittels (2) umformen: 
41 


\ tS Ty (X) Tr «| we) du ai 


-{[ = Sy cos kA cos al W(9) do = 


1 1 en Gre | 
_=( at ene) WOt 


1 


‘% ee =o s cos KO cos kg) W(g)—W(4)] d¢. 
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Aus einer elementaren, aus der Theorie der Fourierreihen bekannten Abschat- | 
zung erhalt man 


1, ¥ Jeon (ie 
[a4 2, cos k@ cos WA =C, Min} n’, o—oF 
fir O=6, »=2. Somit besteht 


(ls Tx (x) Tu) wu) du= 
© =i (gta ame) Or 


+c4{ minx, ae ao pe||MO—WO| do. 


Aus (8) und (9) erhalten wir mit Hilfe der elementaren Ungleichung 


leg a6 
a+b= .a@ 
| 4 Pelee ES 
(10) >, pi(cos 6) = (ees 2 wrsind 


WO)—Cr Jin (2 aocy:| WO—W(g)\dg 


zt W*(@) 
Mittels einer einfachen Umformung folgt hieraus 


bole ie a PA) AC 
ve aS p?(cos 0) W(8) SC, J Mina aes woes Wi) dg+ 
(11) 


ae, sin (2n—1)6 
a 2n (: t sin @ : 


Es sei fiir den ,positiven Teil von a“ die Bezeichnung 


a fir a>O, 


a 
CP ay Er iat Pe 


eingefiihrt. Da die rechte Seite von (11) immer positiv ist, bleibt diese 


Ungleichung richtig, wenn man die linke Seite durch ihren positiven Teil 
ersetzt. Nach 6 integriert, erhalt man somit 
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i \a ae LS pi (cos 4) W(6) 46 < 


(12) = aff Min (2, 5 = ) re ©)! geap+ 


+All 


sin @ 


sin (2n—1)0 ‘aa 
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Hier ist das letzte Glied von der GréBenordnung oieee) . Im ersten Gliede 


auf der rechten Seiten soll unter dem Integralzeichen die neue Veranderliche 


h=0—@ ee ae werden. Indem wir (2) beachten, bekommen wir 


Af min (n, 1 peer | ee |W()—W@)| vane 


ip — OP) VeW(G): «4 
-J Min = 


hf a ee ao\a a 


=f fees w()| aolan+ 


n 


pa (icine WO ga, {IMO es ao| a 


n 


und somit unter Anwendung der Voraussetzung (3) 


J mole Lor sec e ig e dd9 = 0 (log), 


“und hieraus ergibt sich wegen (12) 
Hs 1 1 n-1 }+ 
(13) J | Semen pi (cos 4) W(4) | d0= O (log-“n). 
k=0 : 
; 0 


Infolge der Normierung der Polynome Px(x) besteht 


Fae 


n-1 é 

J aaa SpPs (cos 0) W(8) {46—0, 
k=0 

0 


It 
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und hieraus schlieft man wegen (13) 


m 


pe n-l 
(14) i= | Jn—tS p2 (cos 8) W(8)| d8 = O(log“ n). 
. N ‘K=0 


Diese Abschatzung bildet den Kern unseres Beweises fiir Satz I. 


n-1 
2. Abschatzung von 2, pi(x) 


Aus der Ungleichung (14) folgt 


@ 
DS hy < 09, 
a | 


also gilt fiir fast alle 6 


~ (15) lim re Pk (C08 8) = rq 


Betrachten wir jetzt ein 6, fiir welches (15) erfiillt ist. Es gibt eine von v 
unabhangige positive Zahl (6), so dah 


2-1 
> pi (cos 6) < K(A) 2” = 0) ae 
k=0 
besteht. Es sei n eine beliebige natiirliche Zahl, und 
ales =n < a 
dann ist 


gm_| 


a : 
> pi (cos 0) = > pi (cos 6) = K(0)2"=2K(A)n. 
k=0 k=0 


Da die Ausnahmenullmenge in 6 nach der Abbildung x—cos@ wieder in 
eine Nullmenge ibergeht, sind wir mit unserem Beweise fertig. 


3. Beweis des Satzes II 


Fast alle Punkte der Menge der ins Innere von (—1, +1) fallenden 
Nullstellen von w(x) sind Lebesguesche Punkte, d. h. 
a+h 


(15) | w(t dt—o(A). 


Wir zeigen, daf in jedem solchen Punkte (4) befriedigt ist. Es wird wieder 
Hilfssatz | angewandt, und wieder wird als Konkurrenzpolynom der Ausdruck 
(7) gewdhlt. Mit diesem Polynom ist (5) befriedigt, sogar mit dem Gleich- 
heitszeichen. Aus (15) erhalt man — mit derselben schon klassisch gewordenen 


UBER ORTHOGONALE POLYNOME - 297 


SchluBweise, wie man den Fejér—Lebesgueschen Satz tiber Fourierreihen 
beweist — da 


n-1 
(17) | » Tye Ww] w(u) du = 0(n) 
a 
giiltig ist. 
Aus (7) erhalt man somit 
lim — D,,- pei (x) = ow, 


und endlich wegen (6) 


n-1 


lim = > p(s) = oo, 
was zu beweisen war. 


(Eingegangen am 9. August 1954.) 
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OB OPTOTOHAJIBHbIX TIOJIMHOMAX 
r. ®PAKY (Byzanewt) 


(P e310 Me) 


Tlyctb po(x), Pi(X), ---, Pn(X) MOMMHOMBI, OPTOrOHaNbHbIe H KOPMHPOBaHHbIe C BeECOM 
w(x) =O na untepsane [—1, +1], rae Me 
w(cos #)siné O0<6<z, 


ibid iene Ge 60, 2]. 


Iyctb npn h—+0 
¢ |W(9-+ h)—W(4)| -a! : 
f Vi dO (log TEI) a>1; 


Tora AA MOUTH BCeX 3HaYeHHH x €[—1, +1] 


0 


n-1 
>, [PF = O(n). 
v=0 ; 
C pyro cropousi, nycth w(x)€L ectb HeKoTOpas, onpefenenHaa na [—1, +1] 


HeOTpuuaTeNbHaA BeCcOBad dbyHKuMA. O6osHaunm yepes N MHO>KECTBO Hye dbyHKUHH W(x). 
IIpu Takux yCNoBMAX AIA NouTH BCex TOYeK N BeInomHAeTCA 


n-1 
tim = > P =. 


A LATTICE-THEORETIC DISCUSSION 
OF SOME PROBLEMS IN ADDITIVE IDEAL THEORY 


By 
L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by L. Répe1) 


To Professor L. Fejér on his 75th birthday 


§ 1. Introduction 


The present paper has for its origin the results of a previous paper [6]. 

In that paper we have made use of the known idea of considering, instead 
of the totality of the ideals in a commutative ring, the elements of a lattice 
L which is at the same time a semigroup, having the fundamental properties 
of the ideal lattice of a commutative ring ;? our purpose was to obtain a far- 
reaching generalization of the theory of primary. and quasiprimary ideals.’ 
Our main tool in the discussions was the notion of a “closure operator ®” 
which associated with each element x of the lattice L an element ®(x) in L 
such that x= D(x), D(P(x)) = D(x) and D(xn yp) = D(x)n O(y) (i. e. B(x) 
obeys the same rules as the radical of x). It turned out that the theorems 
got previously for primary and quasiprimary ideals in a commutative ring 
substantially retain their validity even in this abstract form for the so-called 
@-primary and @-prime elements of the lattice.‘ 

_ In another paper [5] we have introduced another type of ideal, called 
primal ideal, and have shown that, in commutative rings, for primal ideals 
a theory may be worked out almost entirely similar to those for primary and 
quasiprimary ideals. These results were generalized to the non-commutative 
case by CH. W. CurTIS [2]. However, the results on primal ideals can not 
be generalized immediately to lattices in the same manner as in [6]; for the 


1 The numbers in brackets refer to the Bibliography given at the end of the paper. 

2 For such a point of view of discussion see e. g. Krutt [7] in the commutative and 
[8] in the non-commutative case. 

3 The classical theory of primary ideals in abstract rings is known to be due to 
Noetuer [11]; see also Krurt [10] and van peR WaerbeN [12]. For the theory of quasipri- 
mary ideals we refer to our paper [3]. 

4 See [6]. | 
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operator which makes the adjoint prime ideal correspond to the primal ideal — 


fails to satisfy the “distributive law’ ®(xny)— O(x)n O(y) (true in the — 


case of forming the radical) which Has played a distinguished rofe in [6]. — 


Consequently, if we should like to subsume the results on primal ideals under 
a general theory like that in [6], then we are forced to drop the convenient 
and useful “distributive law’ and consider more general operators @. In ac- 
cordance with this, in the present paper we deal with a quite general ope- 
rator® “ which in general does not satisfy any condition, and shall see that 
— in spite of the great generality of this concept — the essential part of. 
the results on primal ideals may be carried over to lattices L almost without 


change. Considering that the commutativity of multiplication has proved not — 
to be an essential hypothesis, we shall discuss with the same trouble the non- — 
commutative case. Moreover, we have succeeded in extending the results of © 


{6] to the non-commutative case and to more general operators than those 
considered there, namely to operators ® subject to the single condition: 
x= @D(y) implies O(x) = D(y). 

The arrangement of the present paper is as follows. First of all we lay 
down the definition and main properties of the lattice whose elements will 


be dealt with. The next section is devoted to the definitions of the notions — 


@-prime, @-primary, @-primal and %*-primal elements, as well as to their 
simplest consequences. Although, strictly speaking, the notion of %*-primal 
element is a direct generalization of our old concept of primal ideal, the @- 
primality will also prove an appropriate definition. After a detailed discussion 
of various examples which themselves will at once convince ourselves of the 
usefulness of our new notions, we turn our attention to examining the inter- 
section of a finite number of elements possessing one of the properties 
defined previously. Certain difficulties arise from the fact that we do not 
know anything of the effect of % on the meet of elements; we essentially 
overcome them by introducing the concepts “quasi--prime” etc. By making 
use of these notions we shall be able to prove certain unicity statements 
concerning representations as the meet of a finite number of ®-prime etc. 
elements. 


§ 2. Preliminaries 


We begin with recalling a few known definitions and facts on which 


the sequel depends. 
Let L be a lattice-ordered semigroup which is complete as lattice, in 
other words, L is a complete lattice in which a binary associative (but not 


5 Otherwise expressed, ¥ is an arbitrary function on the lattice ZL with values in L. 
6 See Birkvorr [1]. 


A A A eh ny 


| 
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necessarily commutative) multiplication is defined satisfying the infinite dis- 
tributive laws’ 


(1) a(U ba) = U (aba) and (Uba)a = U (bea). 
Hence it results at once that multiplication is monotone: 

(2) a=b6 implies ax=bx and xa=x6 for all x€L. 
We also assume that L contains a zero 0 and a unity e such that 
(3) O=xse, Ox=x0=0, ex=xe—x for all x€ L. 
Let us remark that (2), (3) imply 

(4) ab=a and ba=a for all a,5€L, 

Or more generally, 

(5) Gy +++ An SA,N++* Nn. 


It follows easily the existence of a right (left) residual a:b (a:: 6) defined 
as the join of all x satisfying xo=a (6x=a). By (1) we have (a:b)b= 
=a [b(a::b)=al]. (4) shows that always a:b=a (a::b=a); if a:b=a 
(a::b6=a), we call b right (left) prime to a. 

For the residuals one has the following important rules which we shall 
need throughout: 


(6) (Nae): b= N (Ge : b), 
Bn). — a:(UYbp) = 1)(a:bp), 
(8) a:(bc)=(a:c):b, 


and symmetrically for the left residual. 

We shall say that L satisfies the ascending chain condition (or maximal 
condition) if no infinite ascending chain a,<a,<--- with different terms a; 
exists. 

{n our discussions a fundamental role is played by operators which 
associate with each element x of L again an element (x) of L. 

In certain special cases we have to do with operators possessing some 
of the following properties: . 


(9) - xs P(x); 

(10) B (B(x) = P(x); 

(11) x= B(y) implies (x) = P(y); 
(12) x=y implies P(x) = V(y); 
(13) B(x ny) = P(x) 0 P(y). 


Obviously, (9) and (11) imply (12), (10) and (12) imply (11), (13) implies 
(12), while (12) implies only the sign = in (13). 


7 @ and (later) @ vary over an arbitrary finite or infinite set of indices. 
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We emphasize that in general we do not assume anything on the ope- — 
rator @ considered. 

x—=a,N-::Na, is called a representation of x and @;°(f==1,.5., n) the 
components of x in this representation. It is said to be irredundant if no 
component may be omitted, reduced if no a; may be replaced by an element 
6; with 6;>a;. Finally, if the components a; have certain property P, then 
we shall call the representation shortest if it is irredundant and no subset 
of the a; has a meet again with property P. 


§ 3. Definitions 


The following concepts are fundamental in what follows. © 


A. An element p is called @-prime if? x,...x. =p (k arbitrary) implies ) 
; = B(p) for some index i. 


_B. An element q is said to be @-primary if* x,...x%. =q (k arbitrary) 
implies that for each i one has either x; = q or x; = W(qg) for some j—1,..., 
i—1, i+],..., k. 


~C. An element r will be called right @-primal if @(r) is the join of all 
x not right prime to r, i.e. r:x>r. r is W-primal if it is both right and left 
 @-primal. 


D. We shall call the element s strongly right W-primal, or right 
Y*-primal, if x = W(s) is equivalent to s:x>s. It is obvious. that a right 
W-primal element r is right &*-primal if and only if r: @(r)>r holds.° 

Now let us consider the simplest consequences of these definitions. 

First of all we remark that if y(-+-e) is a W-prime, %-primary, right 
#-primal or right #*-primal element, then we have necessarily 
(14) y = ¥(y). 

In fact, in the first two cases apply the definition to ye=y,” while in the 
last two cases take into account that y:y—e>y. 

In order to make the connections between the four notions defined 
above more apparent, let us remark the following. At first, from the definition 
and (14) it is evident that each @-primary element is at the same time 
®#-prime, further a right #*-primal element is necessarily right -primal. It 
is not so obvious, but it is not hard to verify that if y is a W-primal element 
then it is @-primary too." For, let y be a W-primal element and suppose 


8 It is to be noted that it would not be sufficient to state the definition for k—2. 
® It is uninteresting whether e has a ¥-property or not. 

10 Take into account that e< ¥#(y) implies also y< e—¥(y)! 

11 This generalizes a statement in [5] according to which in a commutative ring an 


‘ideal is necessarily :primary if it is both primal and quasiprimary such that its adjoint 
prime ideal and its radical coincide. 
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Rc =y where x; = P(y) for j=1,..., i—1, i+1,. , k. By definition 
C we us have y:x;=y and y::x;=y or these x;,. so that the hypothesis 


a =y implies x; = y establishing the ®-primary character of y. 

What we have es said may be summed up into the following chain 
of implications: 

(15) B* primal => ¥-primal => W®-primary => W-prime. 

It is easy to illustrate by examples that in. general none of the converse 
implications holds, not even in the commutative case and under assumption 
of the ascending chain condition.” 

Next we show that if s is a right Y*-primal element, then @(s) is a 
prime element in the usual sense.” Indeed, xy =< #(s) implies s<s:(xy)= 


=(s:y):x. This shows that if s:y—s, then s:x>s, i.e. either y= H(s) 
or x = W(s), as stated. 


§ 4. Examples 


From among the great variety of illustrations the following ones are 
perhaps the most interesting. 


I. Define ¥ as the identity operator in L, that is to say, W(x) =| (x) =x. 
In this special case (for elements x=-e) all the four notions coincide: the 
l-prime, \|-primary, \-primal and \*-primal elements are identical with those 
elements which are commonly called primes. \n order to verify this assertion, 
on account of (15) it. suffices to. show that |-primeness (—primeness) implies 
*-primality. But this is obvious, considering that for prime elements p the 
relation x = p=|(p) is equivalent to p< p:x—=e (p< p::x=e). 


II. The case in which P(x) is defined “as the join of. all a with the 
property: a‘ =x for some natural integer k seems to have certain special 
interest. (P(x) may be called the radical of x.) If L satisfies the ascending 
chain condition,. then we have also P(x)‘ =x for some k. In fact, P(x) is, by 
the ‘ee chain condition, the join of a finite number of elements, 
P(x) =a,U...Ua, such that a; =x (i=1,...,n). Owing to the distribution 
law (1) we “have 

P(x)" = (@,U...UQn)* = UG,. .. i, 
where i,,...,@ run over all strane? of 1,2;..., which are of class k, 
with repetitions. If we put k=A+h+---+k, and take (4) into consi- 
deration, we obtain that each product a;,... ai, is <= af for some i, thus also 
=x. Hence the statement. 


12 For illustrations we refer to [2], [3], [5]. 

18 p is a prime element if ab=p ae either a<p or 5<p* We conclude. that. 
the same is true for more factors : X,---X¢ Sp implies x; <p for some /. 

14 Krue [9], [10]. 
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It is readily seen that p is P-prime if and only if P(p) is a prime 
element, provided in L the ascending chain condition holds. To prove this, 
suppose p is P-prime and x,x,=P(p). Then, by the preceding observation, 
(x,x,)* = p for a certain k, whence, in view of the P-primeness of p we are 
led to x, = P(p) or x. = P(p). Conversely, let P(p) be prime and x,... Xm = p- 
Then x,...Xm==P(p) whence by hypothesis we obtain x; =P(p) for an i, 
indeed. 

It is easy to see that for the operator P the relations (9), (12), (13) 
always hold; the validity of (10), (11) becomes obvious as soon as one 
assumes the ascending chain condition. 

Our next aim is to show that the notions P-primary and P-primal 
coincide." By (15) it is enough to verify that the P-primary character of an 
element g(=-Ke) implies that it is P-primal too. Take into account that if 
a* = q(=-e) and k is the least exponent with this property, then a is not 
(right) prime to q, for a*!=q:a but a*' =q. Therefore P(g) = Ua where a 
runs over all elements not (right) prime to g. But if g:a>q then Q:a)a=q 
implies, by the hypothesis on g, that a =P(q). This establishes the statement. 

If the ascending chain condition happens to hold in L, then it is also 
true that the notions P-primary, P- and P*-primal are identical. The proof 
runs on the same lines as above with the sole modification that we can work 
with P(q) itself, for P(g)* = q. 

Calling a prime element p a minimal prime element associated with x 
if x =p but there is no prime p’ with x =p’<p, we may define another 


- operator P, by putting P,(x) equal to the meet of all minimal prime elements — 
associated with x. (It is to be remarked that if there is no minimal prime — 


element associated with x, then we set P,(x)—e.) We may easily conclude 


that for each x we have P(x) =P,(x). As a matter of fact, if p is any mini- . 
mal prime element associated with x, then for each a with a* =x we have — 


a" = p whence a =p, and this implies the assertion. 


Now we show that in case L satisfies the ascending chain condition, 


then the converse is also true: P,(x) = P(x). For, by the assumed condition, 
P(x)* =x, so that from 6 + P(x) it follows that no power of 6 is =x, con- 


- 


sequently, again by hypothesis, there is a maximal p such that x =p but 


b' = p for no 1. This p is a prime, for a; = p implies 64 =a;Up for some 


f; and therefore, from a,a, = p we should obtain 6464 = (a,U p) (@Up) = p, a 


contradiction to the choice of p. Hence P(x) is the meet of all primes p with 
x = p. What remains to be proved is that to each prime p with x =p there 
exists a minimal prime p’ associated with x such that p’ =p. The elements 
+ p form, by the definition of primeness, a semigroup S in L. ZorN’s lemma 
guarantees the existence of a maximal semigroup S* containing S such that 
the elements in S* are + x. If p’ is an element maximal with respect to the 
property that the elements of S* are + p’, then by making use of the same 
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argument as above in the proof of the primeness of p we conclude that this 
p’ is a prime element and it is obvious that it must be a minimal one. This 
establishes our assertion. 


Hence we arrive at the result: if L satisfies the ascending chain condi- 
tion, then P(x)=P,(x) for all x € L. 


Ill. Let A,(x) be the join of all a with the property” 
(16) x:(aUb)—x (for some 6) implies x:b6—x. 


We observe that A,(x) may alternatively be defined as the set of all a such 
_ that x:(aU 6) >x whenever x:5>x. Hence it is immediately seen that if 
x=-e we must have x:a>x for a in (16). The operation A, may analogously 
be defined by using left residual in place of right residual. 

In the presence of the ascending chain condition, A,(x) may be charac- 
terized by the property that it is the (only) maximal element a with property 
(16). Indeed, A,(x) possesses this property, for by hypothesis A,(x)—a,U...Ua, 
where the elements a; have property (16), and thus x:(a,Ua,U...Ua,Ub)=x 
implies x:(a,U...Ua,U6)—x,..., finally, x:(a@,U6)—=x implies x:b—x, 
establishing the statement. 

Next we show that any A,-primary element x is at the same time right 
A,-primal. \f x is. A,-primary and x:a>x, then (x:a)a =x implies a = A,(x). 
But A,(x) is by definition the join of certain 6 with x:b>.x. Therefore, 
A,(x) is actually the join of all 6 with x:b>~x, i.e. x is right A,-primal. 
By our remark in the preceding paragraph it follows at once that if in L 
the ascending chain condition holds, then any A,-primary element is right 
A;-primal. 

Each meet-irreducible element’ is right A,-primal. Let x be a meet- 
irreducible element and a an element such that x:a>x. If we have 
x:(aUb) =x, or what is the same, x:anx:b=x, then the meet-irreducibility 
of x implies x: == x. Consequently, all a with x:a>x have property (16), 
and therefore A,(x) is the join of all a with x:a>-x, i.e. x is right A,-primal. 

This is the right place to observe that if x is a strongly meet-irreducible 
element and is right @-primal, then it: is right *-primal too. For, putting 
W(x) = Uda with x:ad2>x, it is impossible, to have x:H(x)—x, for hence 


x =x:(Uda) = f\(x:ae), in contradiction to the hypothesis on x. 


The last two remarks imply: each strongly meet-irreducible element is 
right A;-primal. 


18 Cf Curtis [2] and Fucus [4]. 
16 We call x meet-irreducible if x= a,f--- fa, implies a; =x for at least one 7; 
x is strongly meet-irreducible if x = n da (a runs over a finite or infinite set of indices) 


implies da == x for a certain a. 
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We shall call p a right maximal element associated with x if 1) p is 
the join of some a, such that for a finite number of the dz one has 
(17) X:(da, U Ga, U -+* U Aen) > X 
and 2) no p’>p exists with property 1). 

In view of x:a—x:(aUX), it results that for any right maximal element 
p associated with x one has x=p. By ZoRN’s lemma (or the equivalent 
lemma of TUKEY) one gets at once that for each a with x:a>x there exists 
at least one right maximal element p associated with x so that a=p. 

By familiar arguments we may infer that if L enjoys the ascending chain 
condition, then p may be defined as an element maximal with respect to 
the property x:p>x. In this case it may readily be checked that p is a ; 
prime element. For, assume a,a,=p whence (a,Up)(a@Up)=p. Therefore 


x << x:p=x:[(a,Up) (a,Up)] = [x:(@Up)]:(a, Up). 
This ensures the existence of an element a, with the property x:(a,Up) > x. 
This, together with the maximality of p, leads us to the conclusion a,Up=p, 
i.e. @i=Sp, as we wished to prove. 

By making use of the last notion we may introduce an operator A‘ 
by putting the element A;(x) equal to the meet of all right* maximal ele- 
ments associated with: x. Then we have A,(x)=A;(x). As a matter of fact, 
let p denote aright maximal element associated with x for which A,(x)=p 
does not hold. Then there exists an element a for which (16) holds, although 
a=p is not true. By the definition of p, there are elements a,,...,Qm=p 
satisfying both x:(a,U...UQm)>x and x:(@UQ@,U...UQmn)—x. But this con- 
tradicts (16). 

If the ascending chain condition is assumed to hold in L, then the 
converse is also true: A;(x)=A,(x). If 6 is not right prime to x, x:b>x, 
then b=p for some right maximal element p associated with x. Thus 
A(x) Ub6=p, and so x:(A;(x)U6)=x:p>x. This involves the statement. 

Thus we have proved: if L satisfies the ascending chain condition, 
then A,(x)=A;(x) for all x€L. 

IV. Let p be an arbitrary but fixed prime (+e) and let J/,(x) be the 
join of all a having the property: there is some c = p such that ac=x (i.e. 
x::a@ 8 p).” It is evident that x + p implies I7,(x)—=e (because ex =x), but 
for no x with x=p can JI,(x)—e hold, as in this case clearly I,(x) =p. 

If in L the maximal condition holds,.then J7,(x) coincides with the 
(unique) maximal element a with the property ac=x for some c p. In 
fact, by the ascending chain condition we have I/,(x)—=4a,U---Udn where 
axc; =X for some c; + p. Taking c—c,---c,, we obtain: c + p and 

IT, (X)-€ = (Q, U +++ Un) Cy ++ Cn = (A1Cy +++ Cn) Us U (An) +++ Ca) S 
SF MC,U +++ UAnln SX, G:.6.0: 


'" Cf. the principal component of Krutt [9]. 
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The following general observation might be of some interest. The oper- 
ator # occurring in this assertion is completely arbitrary. 
IT,(xX) =| a holds where ra varies over all right “-primal elements r, 


satisfying X=re and V(r.) =p. 

Let a have the property: ac=x for some cp. Then for re defined 
in the theorem we have ac=rz, and by c+ W(r.) and the definition of 
right “#-primality we conclude re:c— re. Consequently, a=re and hence 
¥1,(x)=[) re as stated. 


§ 5. The intersection of elements with the same “/-property 


We proceed to the problem which consists in finding a necessary and 
sufficient condition under which the meet of a finite number of elements 
with a certain “#-property has again the same W-property. In order to get 
satisfactory criteria, it seems to be necessary’to suppose in the case of ~- 
prime and “#-primary elements that the operator satisfies (11). Since in the 
mentioned cases we shall be concerned exclusively with such operators, in 
order to avoid the continuous reference to property (11), we shall introduce 
a new notation for operators satisfying (11): in what follows ® will mean an 
operator such that 
(18) x= D(y) implies O(x)= Py). 
It is to be noted that we need (18) only in cases in which both x and y 
have the same @-property. 

We begin with the results on ®-primes. 


THEOREM 1. The meet of a finite number of ®-primes, p= p\N*-- Pu, 
is @-prime again if and only if [®(p;)= P(p) for all i and] P(p;)= P(p) 
for at least one i. 

Suppose that p,,..., 9. are ®-primes and, for example, O(p,) = P(p). 
If x,---Xn=p, then also x,---X%»=p, whence x; = O(p,) = P(p) for some /. - 

Conversely, if p,,...,Pn, p are -O-primes, then P,---PxSPiN-**APa= P 
implies p;= ®(p) for some j. By (18) we get P(p,;) = P(p). Further, in view 
of (14) we have p=p:=@(p,) whence, using (18) again, we obtain 
@(p)= P(p;) for all i. This completes the proof. 

THEOREM 2. An irredundant meet of a finite number of ®-primary ele- 
ments, g=4:N--:Nqu, és again B-primary if and only if B|Gi)= @M(q) for 
BRCEV a Ly aie y IL, 
| Assume g=@:0---Ng» with ®-primary components satisfying ®(g;) = 
= @(q) for i=1,...,. If X)---Xn=q and x,;=+4q, then for at least one 
index i we have x; qi and x,---Xn=qi. By the @-primary property of 


20° 
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gi we conclude x,= O(q;)= ®(q) for some k= 1,..3;/—h/+lieyt 
establishing that g is again ®-primary. 

Let conversely the irredundant meet g=qiN---Ng,n be again ®-primary 
where all of the components are @-primary. For each i we have 


(iN -**NGi-ANGuAN:--NG)Gis 
where the first factor is not =q, as irredundancy was assumed. By the @- 
primary character of g we obtain g;= ®(q) whence by (18) ®(q:) = PQ). 
On the other hand, (14) implies g=qi= ®(qg;) whence D(q) = O(Q;), q. e. d. 


In the case of #-primal and #*-primal elements we must restrict our- 
selves to reduced intersections. 


THEOREM 3. A reduced intersection of right @-primal elements, r= 
—=1,N-:+ Ara, is right -primal again if andonly if P(r) = P(r,)U --- U P(t). 


The proof will easily follow from the following observation. a is right 
prime to r if and only if a is right prime at least to one of r,,-..,T. That 
r:a>fr implies r;:a >r; for some i, is by r:a=1r,:aN---NTaia evident The 
converse is obtained from the reducedness of the eresmiacen of r. 

Turning to the proof of Theorem 3, it is immediate that if r—r,n---nn 
is a reduced representation and #(r)— U W(r,), then @(r) is the join of all 


a with r;:a>~r; for a certain (/, i.e., in view of the preceding observation, 
the join of all a with r:a>r. Hence r is right @-primal. On. the other hand, 
if r is right Y-primal, then #(r) is the join of all a with r:a>r, i.e. the 
join Of- all @(r;) (0—== 1 227 en) in fact. 

As a trivial consequence of Theorem 3 we mention: 


COROLLARY. A reduced intersection of right ®-primal elements, 
r=AN---Nh, 
is right ®-primal again if and only if O(r)= O(r,) = --- = D(r,). 


As a matter of fact, in the case of operators ® we have @(r)= M(r;) 
for all i. The rest of the proof is in view of the preceding theorem obvious. 


—_ 


THEOREM 4. A_ reduced intersection of right *-primal elements, — 


S==S,N++-NSn, is right P*-primal if and only if among the W(s;) there is a 
maximal one, V(s;), such that (s;)= W(s;)) for all i and besides V'(s) = V(s;). 


If s,,...,S, 8 are all right “*-primal, then it follows as above that we 


must have W(s) =U (si). But since s: V(s)>s, there exists an s; with © 


s;:V(s) > s;, that is to say, Y(s) = Y(s,). Consequently, we obtain 4(s) = YW(s;) 
and #(s;) = W(s,) for all i. 
To prove the converse, assume s$,,..., Sn are right &*-primal and Y(s;) 


has the properties in question. Then s:x>s is equivalent to x = W(s;) = Ws), 
Grenade 
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We omit the formulation of the corollary got from Theorem 4 by spe- 


Cialization of the operator & to operator @, since we shall not need it in 
the sequel. 


§ 6. Representations by means of elements with certain /-property 


Our aim in this section is to examine those elements of L which can 
be represented as a finite number of elements having the same W-property. 
The main problem is to get certain unicity statements for such representa- 
tions. Since in the present general discussion we have not assumed any- 
thing on the #-element associated with the meet of elements, we can not 
in general conclude from the “#-elements of the components to the #-element 
of their intersection. This is the reason why we are inclined to introduce the 
following notions in terms of which we shall be able to state unicity state- 
ments analogous to those obtained for the ideals of commutative rings. 

We shall call the element 


(19) X=X,N---NX, 


A. quasi-®-prime if x; (i= fines, n) are @®-primes and there is an x; 
such that D(x,) = D(x,} for i—1,...,2; we put P[x]— P(x) and call x; a 
dominating element of x (viz. with respect to the representation (19)); 


B. quasi-®-primary if x; are ®-primary and @D(x,) —---—W(x,); we set 
@P|[x] = M(x;) and call each x; a dominating element of x; 


C. right quasi-®-primal if the intersection (19) is reduced, every x; is 
right ®-primal and ®(x,)—=---— P(x,); we define P[x]— M(x) and each 
x; is a dominating element of x; 


D. right quasi-*-primal if the representation (19)-is reduced, every x; 
is right *-primal and there is an x; such that Y(x;)= (x) for i—1,...,0; 
now let H[x] = #(x;) and x; a dominating element of x. 

Clearly, the idea of these notions originates from Theorems 1, 2,4 and 
Corollary to Theorem 3. 

It is evident that if 
(20) a=pPiN---NPm 
is a representation of the element a as the meet of a finite number of @- 
primes p,,-.-,P», then from this representation we may get, by uniting some 
components in a suitable way, a shortest quasi-®-prime representation, 
(21) a=pin---Nps, 
where the components p; are quasi-@-prime elements, no component p: may 
ye omitted and no subset of the pz has a quasi-@-prime meet. in a shortest 
juasi-@-prime representation the elements @[p;] have the property that 
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P[p?] = P[p}] implies i—/ (cf. definition A). — All what we have now sta- 
ted. of @-primes are also true for @-primary, right ®- and #*-primal ele- 
ments with the sole modification that in a shortest quasi-®-primary or right 
quasi-@-primal representation only ®[p7]—= [pj] (and not =) implies i=. 

Now we are ready to examine the unicity statements concerning repre- 
sentations by elements of certain “-property. . 


THEOREM 5. /f the element a is representable as the meet of a finite 
number of @-prime elements, then it has a shortest quasi-@®-prime represen- 
tation. In two such representations, 

a= pin-:-Npn =XiN-:-NXm; 
the number of the components is the same: n=m, and by proper arrange- 
ment we have O[p;] = ®[x7] ((=1,..., 2). 

Representing the elements p*? as the meet of ®-primes p,, it is clear 
that the product of these @-primes p, is =a, and so, a fortiori, is =x; 
where x; is any dominating element of x}. From the @-prime character of 
x; it follows that there is some v = v(/) with p, = M(x). Hence P(p,)= P(x), | 
and thus we conclude to the existence of a pi with ®[p?] = O(p,) = P(x) = 
= P[xj]. Using this i, the same reasoning leads to ®[x:]= O[ pi} for a 
suitable k =- k(i). Therefore ®[x;] = ®[xj], implying, by virtue of definition A, 
that x}N x; is again quasi-@®-prime. This contradiction vanishes if j—=k. 

Consequently, ®[p?]—= ®[x*] as we wished to prove. 


THEOREM 6. /f a has a representation as the meet of a finite number 
of P-primary elements, then it has shortest quasi-®-primary representations 
and for two such representations, 

Q==9iN--+ NG. —=%4N-* Xe, 
we have n=m and the elements ®[q?] are, up to order, equal to the ele- 
ments D[x}]. 

Let D[gi] be a maximal one among ®[q7],..., P[gn], P[xt],..., Opn], 
and assume there is no x} with [qi] = [x}] (clearly, instead of = it would 
be sufficient to write —). Then for each x; we have xi:g3 =x;, for if we 
had >, then from g7=qiN---nqi (g’ are ®-primary) we should get 
(22) xk < xR QE = XE (GIN: NGs) S xe (Gi gh) =[(xk 9) gba] 2° 
and hence x,:qi>xk for some 4. This- implies gi= ®[xf] whence ®[g?]—= 
—= P(q:.) = P[xi], against hypothesis. Thus on the one hand we have 

Q:9) =Q3:GiN---NgGi:gin---Ngr:gi>a 
and on the other hand 
Q:Gi = XP: giN- NX gi =XIN--- Nx, =a. 
This contradiction shows that the same maximal P{qi] belong to the compo- 
nents of any quasi-®-primary representation of a. 


A LATTICE-THEORETIC DISCUSSION IN IDEAL THEORY 311 


Let now ®[q;]— ®[xt] be a maximal one in the set of all Dg'], 
[x7]. Then gin x; is again a quasi-®-primary element such that O[ginxt]= 
= D{gi]— P[x;]. Therefore, the same argument as above leads us to 
gi (qin )—=ai if is=1 and xf:(ginxt)—xt if f= 1. Consequently, we 
have 

a: (Gi Nxt) = gi: (Gi Nxt)N---Ngr:(@inxt)=agin---ng 
and 
A: (G3 NXT) = XT: GIN XT) N--- NX (GIN) —xIN--- nxt. 
An easy induction completes the proof of our theorem. 

In addition, if e. g. D[gi,]— ®[xi] is a minimal one in the set of all 
P[qi], P[xi], then gi xi. (This is the analogue of the known fact that 
the isolated primary components are uniquely determined by the ideal in a 
commutative ring.) In fact, let c—gjn---Ngiinxin---nxt_1. Using the same 
method as in (22), we may conclude that gi:c>qi would imply ®[g?]= 
= P{g;] (or D[x;]= P[g,]) for some i==-n (j= n), contrary to hypothesis. 
Therefore g,:c—q;, and, similarly, x,:c—x%. Thus we find that 

W20—4,°CN---de:c==g, - and) a:c== x5 
whence gi, =x, as stated. 


THEOREM 7. /f a is a reduced intersection of a finite number of right 
@-primal elements, then it has shortest reduced right quasi-®-primal repre- 
sentations, and two such representations, 


=f, fl--- Ne = XiD- <1 Xms 
imply n=m as well as that the sets P[ri],..., O[rz] and P[xi],..., P[xn] 
differ merely in the order of their elements. 
Since in the proof of the preceding theorem the @-primary property 


was needed only in a form which holds-also for right ®-primal elements, it is 
obvious that this proof may be regarded as a demonstration of Theorem 7 too. 


THEOREM 8. Let the element a have a reduced intersection of a finite 
number of right &*-primal elements. Then a has a shortest reduced right 
guasi-*-primal representation and this in unique in the sense that 

a= SiN-+-NS,=XIN=--NXm 


implies n=m and P{s7]= [xi] (i=1,...,n) for appropriate ordering of 
the elements. 

For the proof assume the elements s; and x; are represented as a re- 
duced intersection of right *-primal elements and let s; (x;) denote a domi- 
nating element of s? (xj). Now Y(s;) = [si] is not right prime to s;. Owing 
to reducedness the same holds for s? and: hence for a in place of s;. Con- 
sequently, there exists an element x* and hence x; to which #[s7j is not right 
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prime; thus [s'] = #(x,) = V[xj]. Changing the roles of s and x, we can 
find an sf such that “[xf]= [si]. By the definition of right quasi-¥*-primali- 
ty and the hypothesis that the representations are shortest, it follows that 
#[st] = P[st] implies i=. Hence /[s?] — P [xj] and the remaining’ part of 
the proof is obvious. 


(Received 2 September 1954) 
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UCCJIEJOBAHUME HEKOTOPbIX MIPOBJIEM AJVIMTUBHOM TEOPMM 
UJEAJOB C NMOMOLLUbIO TEOPHM CTPYKTYP 


JI. ®YKC (Bynanemr) 


(Pe 3 Me) 


ycrb L noanaa crpyKtypa, d1eMeHTHI KOTOPO! OOpasyroT NOAyrpynny OTHOCHTEMBHO 
HeKOTOPOrO (aCCOLMaTHBHOTO, HO He OOAZATEABHO KOMMYTATMBHOTO) YMHOKEHHA, Tak, 4TO L 
oOmafaeT BCEMM CBOMCTBAMH, NPHCyUIMMH CTpyKType AByCTOPOHHUX uAeanoB KONDUA. UTO6bI 
NOAY4HTh FaNeKO uAyuyMe, OYeHb yAOGHbIe OOOOmMeHHA HEKOTOPbIX BONPOCOB afsAMTHBHOK 
TeOPHH HeatOB KOMMYTATHBHBIX KONeL, MpeAnonoxKum, uTo B L onpepenena onepauna V, 
cTapaAllad B COOTBETCTBHe oneMeHTaM xX H3 L onemenTEI Y (x), DpnHannexKamne TarwKe L. 
Boo6ure MbI He Npef~nonaraem HuYerO CneuManbHOrO HacyeT Onepauuu VY. Ha ato onepa- 
HMeH OCHOBaHbI CNefyloulMe NOHATHA, urpatollHe BHKHYIO pOAb B HACTOALeEH paboTe : 

A. Dnement p Hazpipaetca Y-npocrbim, ecim M3 d,...4,<p faa uexoToporo i 
cnenyet a; < Y(p); 

B. Dnement g naspipaetca Y-npumapHbiM, eciM us dy... a, <q aA n060ro / CnenyerT 
waH Q; <q nau «Ke a; < Y(q), rue f O3HaYaeT OMHO HB 4ncen },...,i—1,i+], 

C. rf ecth Y-npumManbHbii anemeHT cmpapa, ecuu WY (r) copnayaeT c coeqnHeHnem 
SEMEHTOB, CIipaba HENPOCTLIX OTHOCHTEMBHO 1; 

D. s ectb %*-npuManbHblli anemMeHT Copapa, ecam x < Y.sS) SKBMBaNeHTHO TOMY, uTO 
X ABNACTCA HEMPOCTHIM CMpaBa OTHOCHTEIBHO S. 

Cneunanusupyx onepaunto ZY, MbI npHAeM K Pa3NH4HbIM BayKHbIM YaCTHBIM Ciy4asM, 
4aCTb KOTOPBIX Obilma yoke paHbie NOApPOOHO uccmepORaHa. 

B panbuenuiem .B padoTe uccnefyeTca HeOOxOAMMOe H POCTaTO“HOe ycnoBHe Toro, 
4TOObI Mepeced€HHe KOHE4YHOTO YMCA BAeMEHTOB O6Nafaroulux OAHUM HM TEM >5KE CBOMCTBOM 
W, rawKe O6ayan0 aTHM CBOvCTBOM. Ilpw mposefeHun aTHX HCCHe_OBAHHH B Cayyaax A H 
B oxas3pipaeTca HYKHBIM MpeaAnogarath, uTo x =< Vy) Baeyet 3a cobou V(x) < Y(y). 

B 3akmoyenve aBTOPOM AOKasbIBaeTCA, YTO AIA NPeACTABACHNA SAEMEHTOB, 3amNCbI- 
BaiOWUHXCA B Bue MepeceyeHuA KOHEYHOTO 4HCIa aeMeHTOB CO CBONCTBOM VY, cnpaBesAMBbI 

“TEOPeMbI CAHHCTBEHHOCTH, OYCHb NOXOMKHE Ha KACCHYECKHE PesyIbTATHI Hétrepa, 


Az Acta Mathematica V. kétetét a jelen fiizettel még nem zartuk le. E kétethez egy 
fiiggeléket fogunk megkiildeni eléfizetéinknek. E fiiggelék tartalmazza a Magyar Tudomanyos 
Akadémia dltal 1952 decerberében, Bolyai Janos sziiletésének 150. évforduloja ajkalmabél 
tartott iinnepi tilésszak eléadasait. 


IIlatsin tom Acta Mathematica 6yfeT AONONHeH NpuAOKeHHeM, COMEPKAUIMM AOKMABI, 
MpOunTaHHble Ha TOp»KecTBeHHOM ceccum AKagemun Hayk Bexrpun B peKa6pe 1952 rofa 
mo cayyato 150-neTHew rofoBuMHbI CO AIA poKAeHuaA Anowa Boan. 


Le tome V des Acta Mathematica sera’complété par un recueil de conférences faites 
a la session de l’Académie des Sciences de Hongrie en décembre 1952 a poccasion du 
150®™¢ anniversaire de la naissance de Janos Bolyai: 


Volume V of the Acta Mathematica will be completed by a Supplement containing 
the papers read at the festival session of the Hungarian Academy of Sciences in v hie se 
1952 on the occasion of the 150th birthday of Janos Bolyai. 


, 


Der Band V der Acta Mathematica wird noch mit einem Supplement ergdnzt werden, 
das die im Dezember 1952 auf der zum 150. Geburtstag von Janos Bolyai veranstalteten 
Festsitzung der Ungarischen Akademie der Wissenschaften. gehaltenen Vortrage umfaBt. 


Technikai szerkeszté : Fuchs Laszlé 


- 


A kiadésért felelés : Mestyan Janos. Miszaki felelds : Toth Ferenc 
A kézirat beérkezett: 1954. IV. 16. — Példanyszam: 800 — Terjedelem: 12%/s (A/5) iv, 43 Abra. 
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The Acta Mathematica publish papers on mathematics in English, German, French 
and Russian. 

The Acta Mathematica appear in parts of various size, making up volumes, 

Manuscripts should be adressed to: 


Acta Mathematica, Budapest 502, Postafiék 24. 


Correspondence with the editors and publishers should be sent to the same address 

The rate of subs.cription to the Acta Mathematica is 110 forints a volume. Orders 
may be placed with ,,Kultura’’ Foreign Trade Company for Books and Newspapers (Buda- 
pest, I., F6 utca 32. Account No. 43-790-057-181) or with representatives abroad. 


Les Acta Mathematica paraissent en frangais, allemand, anglais et russe et publient 
des mémoires du domaine des sciences mathématiques. 

Les Acta Mathematica sont publiés sous forme de fascicules qui seront réunis en volumes 

On est prié d’envoyer les manuscrits destinés 4 la rédaction A l’adresse suivante: 


Acta Mathematica, Budapest 502, Postafiék 24. 


Toute correspondance doit étre envoyée a cette méme adresse. 

Le prix de ’abonnement est de 110 forints par volume. 

On peut s’abonner 4 l’Entreprise pour le Commerce Extérieur de Livres et Journaux 
,»Kultura’”’ (Budapest, I, F6 utca 32. Compte-courant No. 43-790-057-181) ou a létrange 
chez tous les représentants ou dépositaires. 


.,,Acta Mathematica ny6nukyeT Tpaktarbl M3 001acTH MaTeMaTHYeCKHX HayK Ha pyCCKOM 


HeMeIKOM, aHrsMiicKOM M PpaHy3cKOM sA3bIKaX. 
Acta Mathematica“ BbixoquT OTAebHEIMH BbITlycKaMH pasHoro OObema. HeckombKO 


- BBINTYCKOB COCTaBJIMOT OHH TOM, 
Tpequasnayennnle Aid WyOnuKaluM pyKOMHCH CieAyeT HaNpaBlATh 10 ampecy : 


Acta Mathematica, Budapest 502, Postafiék 24. 
Ilo sromy Ke ay[pecy HanpaBIATb BCAKY!O KOppecnoHAeHUMIo AIA peAaKUMH M aAMu- 


HMCTpauun. 
Tlognucnaa wena ,,Acta Mathematica“ — 110 d@opunToB 3a TOM. 3akasbI UpMHuMaeT 
mpesupuAaTue m0 BHeIIHel TOproBle KHUr HM raseT ,,Kultura‘ (Budapest, I., Fé utca 32, Te- 


Kyu cuet Ne 43-790-057-181) uum ero 3arpaHHyuHble MpesCTaBuTebcTBa MH YMMOJIHOMO- 


ueHHBIE. 
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